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В данной статье рассматривается задача нахождения плотности потоков мощности сигналов, отраженных от двух 
объектов с различными симметричными матрицами рассеяния, при облучении их полностью поляризованной волной. 
Рассматривается случай, когда собственные значения матрицы различны и приведён вид унитарной диагонализации 
матрицы для этого случая. Приведено соотношение, определяющее диагональные элементы множителя. Произведено 
сравнение между собой плотности потоков мощности сигналов, отраженных от двух объектов с различными матри-
цами рассеяния, при облучении их полностью поляризованной волной. Математически определена плотность потока 
мощности электромагнитной волны, отраженной этим объектом. На основе определения матрицы рассеяния произ-
ведён переход к падающим волнам. Приведён параметр, характеризующий величину степени поляризационной ани-
зотропности флуктуирующего объекта. Дано соотношение для радиолокационного контраста. Сделан вывод, что если 
вектор падающей электромагнитной волны будет отличаться только скалярным множителем от собственного вектора 
матрицы, то величина радиолокационного контраста достигнет своего максимального значения. При пропорциональ-
ности вектора падающей волны собственному вектору величина радиолокационного контраста достигает своего ми-
нимального значения. Рассмотрена задача, когда матрицы рассеяния двух объектов одновременно приводятся к диа-
гональному виду посредством преобразования конгруэнтности. Определены условия, при которых матрицы Грейвса 
двух рассеивающих объектов приводятся к диагональному виду с помощью конгруэнтного преобразования. Получе-
ны необходимое и достаточное условие существования поляризационного базиса, в котором матрицы рассеяния двух 
объектов будут одновременно иметь диагональный вид. 

Ключевые слова: синтезатор частот, делитель с дробно-переменным коэффициентом деления, сигма-дельта мо-
дулятор. 

ВВЕДЕНИЕ 

Все нарастающее использование в радиолокации методов и принципов радиополяриметрии 
с неизбежностью ставит вопрос о физических пределах ее возможностей для решения как класси-
ческих, так и специальных задач радиолокации. Одной из центральных в этом плане задач является 
задача о радиолокационном контрасте двух целей. Именно в этой задаче определяются по существу 
предельные возможности, которые может обеспечить радиополяриметрия в решении задач обна-
ружения и распознавания радиолокационных целей. Впервые в такой постановке задача была до-
статочно в общем виде решена в [1]. Предлагаемое ниже решение расширяет возможности этих ре-
зультатов и представляется в удобном виде для проведения соответствующих оценок. 

ПОСТАНОВКА ЗАДАЧИ 

Задача состоит в нахождении плотности потоков мощности сигналов, отраженных от 
двух объектов с различными симметричными матрицами рассеяния S, при облучении их полно-
стью поляризованной волной [2, 16, 18]. Рассмотрим основные свойства симметричной матри-
цы рассеяния [2]. 
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В этом случае для матрицы S задана унитарная диагонализация эрмитовой  
матрицы [1]. 

2 . G SS QΛ Q  (1) 

При этом в общем случае не следует, что матрица S может быть представлена в виде 

T , S Q Q  (2) 

где S  – матрица, составленная из комплексно-сопряженных  элементов матрицы S; Q  – мат-
рица, сопряженная к матрице Q; TQ  – транспонированная матрица Q. 

В этом случае, если собственные значения матрицы SS  различны и унитарная диагона-
лизация матрицы SS  имеет вид 

2 ,SS QΛ Q  (3) 

где ),diag( 21 Λ  – неотрицательная  диагональная матрица, то существует такая диагональ-
ная матрица  2/2/ 21 ,diag  ii eeD , где  20 , что справедливо разложение

TUUΛS  (4) 

с матрицей .U QD  
Диагональные элементы множителя D определяются соотношением 2.SQ QΛD  
Введем положительный параметр к = 21  . Числа 1 и 2 определяются как неотри-

цательные квадратные корни из собственных значений матрицы G = S*S. Определяя угол  из 
первого квадранта формулой ctg(/2) = , будем иметь 

2 2 2
1 2
2 2 2

1 2

1 cos ,
1

   
  

 
 

 
(5) 

и 
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1 2 1 2

4sin 1 .
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 (6) 

Определитель det(S*S) = 1
22

2  и след Tr(S*S) = 1
2 + 2

2 эрмитовой матрицы инвариант-
ны относительно преобразования подобия, поэтому будет справедливо равенство 

)det(4)(sin)(Tr 22 SSSS **  , (7) 

где 

2
12

2
22

2
11 2)(Tr sss SS* , 

2 2 4
11 22 12 1 2 12det( ) Re( ).s s s s   *S S  (8) 
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Модуль определителя 21)det( S  является инвариантом матрицы рассеяния, следо-
вательно, 

)det(2)sin()(Tr SSS*  , (9) 

где 2
11 22 12det( ) .s s s S  

РАДИОЛОКАЦИОННЫЙ КОНТРАСТ 

Сравним между собой плотности потоков мощности сигналов, отраженных от двух объ-
ектов с различными матрицами рассеяния, при облучении их полностью поляризованной вол-
ной [2, 3]. Плотность потока мощности электромагнитной волны, отраженной этим объектом, 
будет определяться величиной 

*
о о о.П E E  (10) 

Используя определение матрицы рассеяния S ( п  о  SEE  ), перейдем в (5) к падающим 
волнам, тогда 

п
*
пп

**
пп

*
по GEESESESE)(SE П , (11) 

где 

SSG * . (12) 

Столбцы матрицы Q  являются ортонормированными собственными векторами u и v 
матрицы G, отвечающими соответственно собственным значениям 2

1  и 2
2 : 












 iesin
cos

u , (13) 
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
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









cos
sin iev . (14) 

Для собственных векторов эрмитовых матриц (с точностью до произвольного множите-
ля) справедливы соотношения 

Guu*2
1  , 2 *

2 ,  v Gv (15) 
u*u = 1 и v*v = 1. (16) 

Введем систему векторов 

2/)( uvx   и 2/)( uvy  . (17) 
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Система векторов (17) будет ортонормированна. Для матрицы G можно записать 
уравнение 

2 2 ( )( ),q* * *x Gy x Gx y Gy  (18) 

где 

2
1

2
2

2
1

2
2




q . (19) 

Параметр q характеризует величину степени поляризационной анизотропности флуктуи-
рующего объекта. 

Эрмитова матрица G называется матрицей Грейвса. Если воспользоваться соотношени-
ем (11), то искомое отношение (радиолокационный контраст) будет  иметь вид 

п2
*
п

п1
*
п

EGE
EGE

p , (20) 

где G1 и G2 – матрицы Грейвса соответственно первого и второго объектов. Выражение (20) 
можно представить через матрицы рассеяния этих объектов 

2o
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*1

2
*
2o )()(

EE
ESSSSE

EE
ESGSE 

p , (21) 

где 1
п 2 2o

E S E . 
Числитель правой части уравнения (21) представляет собой квадратичную форму. Его 

величина изменяется между минимальным и максимальным собственными значениями эрмито-
вой матрицы 1

21
*
1

*1
2 )(  SSSS . Запишем выражение (21) в виде 
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где 1
21

*1
21 )(  SSSSW . 

Таким образом, задача нахождения отношения (21) сводится к задаче нахождения соб-
ственных значений матрицы W [7, 8]. Собственные значения матрицы W являются корнями ха-
рактеристического многочлена 

  





  2

12
2

221122111,2 w4wwww
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Пусть 21 pp  . Из выражения (23) следует, что равенство собственных значений 21 pp 

возможно лишь при условии 2211 ww   и 12w 0.  Собственным значениям матрицы W соот-
ветствуют собственные векторы z1 и z2, которые должны удовлетворять соотношениям 
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Следовательно, если вектор падающей электромагнитной волны будет отличаться только 
скалярным множителем от собственного вектора z2 матрицы W, то величина радиолокационно-
го контраста достигнет своего максимального значения равного p2. При пропорциональности 
вектора падающей волны собственному вектору z1 величина радиолокационного контраста до-
стигает своего минимального значения равного p1 [4, 5]. 

При переходе к новому поляризационному базису матрица Грейвса подвергается преоб-
разованию подобия с помощью той же унитарной матрицы, что и матрица рассеяния 

T
c ,G QG Q  (25) 

T
c .S QS Q  (26) 

Следовательно, если какая-то унитарная матрица Q приводит матрицу S к диагонально-
му виду, то эта же матрица Q диагонализирует и матрицу G. 

Рассмотрим теперь задачу, когда матрицы рассеяния S1 и S2 двух объектов  с помощью 
матрицы Q одновременно приводятся к диагональному виду посредством преобразования кон-
груэнтности (26). Тогда обе матрицы рассеяния S1 и S2 можно представить в диагональном виде 

T
1 1 ,S QΛ Q  T

2 2 ,S QΛ Q (27) 

где 1 2diag(λ ,λ ).i i iΛ  
Таким образом, матрица 

*
21

*
2

T
121 QΛQΛQΛQQQΛSS  (28) 

унитарно диагонализуема и, следовательно, нормальна [7]. Поэтому необходимым и достаточ-
ным условием существования унитарной матрицы Q такой, что обе матрицы рассеяния объек-
тов T

1QQS  и T
2QQS  диагональные, является нормальность матрицы 1 2 ,S S  т. е. выполнение 

равенства 

21121221 SSSSSSSS  . (29) 

Соотношение (29) одновременно определяет условия, при которых матрицы Грейвса 
двух рассеивающих объектов приводятся к диагональному виду с помощью конгруэнтного пре-
образования (25). 

Действительно, пусть обе матрицы Грейвса представлены в диагональном виде 

T
11 QMQG   и T

2 2 ,G QM Q (30) 

тогда 

T T T
1 2 1 2 1 2 . G G QM Q QM Q QM M Q  (31) 

Используя соотношения (30), выражение (31) можно представить в виде 

T T T T
1 2 2 1 2 1 2 1.  QM M Q QM M Q QM Q QM Q G G  (32) 
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Сравнивая соотношения (30) и (32), можно сделать вывод, что условием существования 
унитарной матрицы Q, осуществляющей одновременную диагонализацию матриц G1 и G2, яв-
ляется эрмитовость матрицы 21GG  [6, 17]. Что эквивалентно равенству 

1 2 2 1.G G G G  (33) 

Равенство (33) в свою очередь эквивалентно равенству (29). 
Следовательно, необходимым и достаточным условием существования поляризационно-

го базиса, в котором  матрицы рассеяния двух объектов будут одновременно иметь диагональ-
ный вид, является выполнение условия (29). 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

В работе получено строгое решение задачи об изменении радиолокационного контраста 
двух целей с произвольными матрицами рассеяния в зависимости от вида поляризации, облу-
чающей эти цели электромагнитной волны. Установлена строгая аналитическая связь между 
максимальным и минимальным значениями радиолокационного контраста и видом поляриза-
ции, на котором это реализуется. Полученные результаты представляют существенный интерес 
для ряда узловых задач радиолокации [10–14]. 
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ABSTRACT 

The paper considers the problem of finding the power flux density of signals reflected from two objects with different 
symmetric scattering matrices when they are irradiated with a completely polarized wave. The authors consider the case 
when the eigenvalues of the matrix are different given the form of the unitary diagonalization of the matrix for this case. 
The relation defining the diagonal elements of the factor is given. A comparison is made between the power flux density of 
the signals reflected from two objects with different scattering matrices when they are irradiated with a completely polar-
ized wave. The power flux density of the electromagnetic wave reflected by this object is determined mathematically. 
Based on the definition of the scattering matrix, a transition to incident waves is performed. A parameter characterizing the 
degree of polarization anisotropy of the fluctuating object is given. The ratio for radar contrast is given. It is concluded that 
if the vector of the incident electromagnetic wave differs only in the scalar multiplier from the eigenvector of the matrix, 
the radar contrast will reach its maximum value. When the vector of the incident wave is proportional to the eigenvector, 
the value of the radar contrast reaches its minimum value. A problem is considered when the scattering matrices of two 
objects are simultaneously reduced to a diagonal form by means of a congruence transformation. Conditions are determined 
under which the Graves matrix of two scattering objects is reduced to diagonal form by means of a congruent transfor-
mation. A necessary and sufficient condition for the existence of a polarization basis is obtained in which the scattering 
matrices of two objects will simultaneously have a diagonal form. 

Key words: a frequency synthesizer, a divisor with a fractional-variable division coefficient, a sigma-delta modulator. 
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