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Во многих практических приложениях высокочастотная фаза радиосигнала φ(t) обычно 

рассматривается как равномерно распределённая величина  в диапазоне от –π до π, то есть 

W(φ) =
1

2 π
,                                                                           (1) 

где W(φ) – плотность распределения высокочастотной фазы радиосигнала. 
Однако в работах [1; 2] было показано, что если используется следящее устройство за из-

менением φ(t) типа ФАПЧ, плотность распределения вероятностей значений высокочастотной 
фазы радиосигнала подчиняется распределению Тихонова, которое в общем виде может быть 
записано следующим образом 

W(φ) =
1

2πI0(D)
eD cos φ  ,−π ≤ φ ≤ π,                                                 (2) 

где D – параметр, зависящий от отношения сигнал/шум на входе ФАПЧ; I0(D) – функция Бес-
селя нулевого порядка от мнимого аргумента.  

При реализации современных РЛС применяется слежение за изменением угла ориентации 
плоскости поляризации радиоволны β(t), то есть используется соответствующий контур слеже-
ния [3; 4]. Обычно для описания изменений угла ориентации β(t) используют равномерную 
плотность распределения вероятностей в виде 

W(β) = 1
π

,   −π
2
≤ β ≤ π

2
.                                                                (3) 

Однако можно предположить, что, как и в случае рассмотрения ФАПЧ, вид этой плотности 
распределения вероятностей значений ориентации значений угла ориентации β(t) будет иным. 
Рассмотрим этот вопрос более подробно.  

В качестве следящей системы за изменениями значений угла ориентации плоскости поля-
ризации радиоволны β(t) примем структурную схему, приведенную в [4]. Для дальнейшего 
рассмотрения примем следующие допущения: 

1. Все звенья следящей системы за исключением ФНЧ являются безынерционными. 
2. Характеристика управляющего элемента в пределах рабочего участка предполагается 

линейной. 
3. Аддитивный шум, действующий в следящем контуре, представляет собой нормальный 

случайный процесс с нулевым средним значением. 
Пусть на вход двухканальной следящей системы поступают сигналы в виде: 

                    �
ξx(t) = A0cosβ(t) cos(ω0t + φ) + n1(t);
ξy(t) = A0sinβ(t) cos(ω0t + φ) + n2(t),                                              (4) 

где ξx , ξy – входные реализации радиоволн; A0 – амплитуда радиосигнала; ω0 – частота радио-
сигнала; φ(t) – высокочастотная фаза; n1(t) и n2(t) – взаимонезависимые шумовые составляю-
щие входных реализаций. 

На вторые входы перемножителей следящей системы, имеющих коэффициенты преобразо-
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вания µ1 и µ2, поступают сигналы от устройства, вырабатывающего функцию cos(·), в следую-
щем виде: 

� S1
(t) = A1sinβ∗(t);

 S2(t) = A1cosβ∗(t),                                                                    (5) 

где A1 – амплитуда сигнала опорного устройства; β∗(t) – оценочное значение угла ориентации 
плоскости поляризации радиоволны. 

Тогда после перемножителей и вычитающего устройства разностный сигнал Sp(t) будет 
иметь вид  

Sp(t) = Sn1 − Sn2 = −µA0A1 sin(β − β∗) cos(ω0t + φ) + µA1(n1(t)sinβ∗ − n2(t)cosβ∗).    (6) 
Для упрощения рассмотрения в (6) приняли, что  µ1 = µ2 = µ, что несущественно. 
После перемножителя с коэффициентом преобразования µ3 и фильтра с передаточной 

функцией в операторном виде K(D), разностный сигнал Sp(𝑡𝑡) запишется 

Sp(t) = −
1
2
µµ3A0 A1K(D) �sin(β − β∗) −

n1(t)
A0

sinβ∗cos(ω0t + φ) +
n2(t)

A0
cosβ∗cos(ω0t + φ)� . (7) 

Примем, что коэффициент передачи ФНЧ равен единице для низких частот и равен нулю 
для высоких, а также введя обозначения:  

Г= β − β∗; 
n(t) = −n1(t)sinβ∗cos(ω0t + φ) + n2(t)cosβ∗cos(ω0t + φ); 

M =
1
2
µ ∙ µ3 ∙ A0 ∙ A1 , 

получим следующую запись для разностного сигнала   

Sp(𝑡𝑡) = M �sin(β − β∗) −
n(t)
A0

 � .                                                     (8) 

Полагаем, что характеристику управляющего элемента Sy можно представить в виде 
β̇ = β̇ср − SyS P,                                                                    (9) 

где точка над буквой означает операцию дифференцирования; β̇ср – среднее значение величины β 
при S P = 0, то есть при разомкнутой петле регулирования.  

Из соотношения 
DГ=Dβ∗ − Dβ, 

где 𝐷𝐷 = 𝑑𝑑
𝑑𝑑𝑑𝑑
− оператор дифференцирования, с помощью уравнения (9) получим 

  DГ=Dβ∗ − Dβ − M1sinГ − M1
n(t)
A0

,                                                  (10) 
где M1 = SyM; D(β∗ − βср) = δ  – начальная расстройка опорного генератора следящей системы, 
которую в дальнейшем рассмотрении примем равной нулю, то есть δ = 0. 

Тогда окончательно получим для разности углов ориентации входного сигнала и приёмного 
базиса следующее нелинейное дифференциальное уравнение первого порядка 

dГ
dt

= −M1sinГ − nф(t),                                                               (11) 
где nф(t) – фиктивный нормальный белый шум с характеристиками: 

< nф(t) >= 0; < nф(t1)nф(t2) >=  1
2

Nфδ(t2 − t1),                                (12)   
где <·>= – операция математического ожидания; δ(·) – дельта-функция Дирака; Nф – спек-
тральная плотность шума nф. 

Уравнение (11) является стохастическим дифференциальным уравнением, и поэтому, ис-
пользуя материалы [1; 2], запишем для апостериорной плотности вероятностей Г уравнение 
Фоккера-Планка-Колмогорова 

dW(Г, t)
dt

=
∂
∂t

[M1sinГ · W(Г, t)] +
1
4

Nф
∂2𝑊𝑊(Г, t)

∂Г2
.                                          (13) 
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Хотя уравнение (13) линейно относительно функции 𝑊𝑊(·), полное решение для W(Г, t) за-
труднительно вследствие нелинейности переменных коэффициентов. Однако, учитывая, что 
рассматривается следящая система, наиболее интересным является случай, когда распределение 
стационарно, то есть 

dW(Г, t)
dt

= 0. 
Обозначим W(Г) = limt→∞ W(Г, t), и тогда получим 

d
dГ

[M1sinГ · W(Г)] +
1
4

Nф
d𝑊𝑊(Г)
∂Г

= 0                                             (14) 
 

или   d
2𝑊𝑊(Г)
dГ2

+ q d[W(Г)sinГ]
dГ

= 0                                                      (15) 

при начальном условии W(Г,0)= δ(Г − Г0), −π
2
≤ Г ≤ π

2
, при граничном условии W�−π

2
� = W �π

2
�  

и при условии нормировки 

� W(Г

+π2

−π2

)dГ = 1, 

где  q = 4M1
Nф

  – отношение сигнал/шум в полосе следящей системы. 

Решение уравнений типа (15) хорошо известно в теории ФАПЧ [1; 2], и в общем виде оно 
записывается следующим образом 

𝑊𝑊(Г) = Cexp(q · cosГ)[1 + C0 � exp (−q · cosx
Г

−π2

)dx],                                          (16) 

где  С и C0 – некоторые постоянные. 
Для определения постоянных С и C0 можно использовать граничные условия и условия 

нормировки. 
Из граничных условий следует, что C0 = 0, а из условия нормировки получаем 

C =
1

∫ exp(q · cosГ) dГ
+π2
−π2

=
1

L(q)
, 

где приняли, что 

∫ exp(q · cosГ) dГ
+π2
−π2

- L(q)-функция. 

По своей структуре L-функция очень похожа на приведенную в формуле (2) функцию Бес-
селя, однако соответствующий анализ показал, что в данном случае L(q) −функция не является 
функцией Бесселя, а является  самостоятельной функцией, которая выражается через функции 
Бесселя, а именно 

L(q) = πI0(q) + 4 � (−1)i
1
K

·  IK(q), где i = 0,1,2, …
∞

K=2i+1

                               (17) 

Эта L-функция показана на рис. 1.  
Соответственно выражение для 𝑊𝑊(Г)  приобретает вид 

𝑊𝑊(Г) =
exp(q · cosГ)

 L(q) ,−
π
2
≤ Г ≤

π
2

 .                                                    (18) 

Вид плотности распределения 𝑊𝑊(Г) показан на рис. 2. Из рис. 2 видно, что при q=0 функ-
ция ω(Г) становится равномерной, что, кстати, следует из соотношения (18). Кроме того, при 
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q=10 функция ω(Г) практически становится нормальной, что достаточно просто показать, ис-
пользуя (17) и (18), а при q → ∞  получаем δ-функцию. 

 

 

Рис. 1. Вид L-функции 

 

Рис. 2. Плотность распределения верностей значений угла ориентации плотности поляризации 
в следящем контуре. Здесь 1 – q=0; 2 – q=1; 3 – q=3; 4 – q=10 
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Таким образом, плотность распределения вероятностей значений угла ориентации плоско-
сти радиоволны при наличии в РЛС соответствующего контура слежения принципиально отли-
чается от распределения Тихонова для высокочастотной фазы в контуре ФАПЧ, что и хотелось 
продемонстрировать. 
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