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Аннотация: В статье представлен метод построения маршрута обхода динамически изменяющейся зоны грозовой 
деятельности, основанный на использовании взвешенного динамического графа с фиксированным множеством вершин и 
изменяющимся множеством ребер. Предложенный подход позволяет учитывать пространственно-временную 
изменчивость грозовых ячеек, а также способствует снижению вычислительной сложности задачи планирования и 
повышению безопасности маршрута обхода при наличии прогностической информации о развитии грозовых очагов в 
сверхкраткосрочном периоде. Также представлены результаты разработки алгоритма оптимизации маршрута на основе 
графа видимости, обеспечивающего сокращение длины маршрута без потери корректности обхода. Проведен 
статистический анализ, подтвердивший эффективность метода и сопоставимость его результатов с базовым подходом 
при меньших вычислительных затратах. Практическая значимость работы заключается в возможности интеграции 
разработанного метода в состав интеллектуальных систем поддержки принятия решений и автоматизированных систем 
планирования траектории полета при обходе опасных метеоявлений, что может способствовать повышению 
безопасности и экономичности полетов. 
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Abstract: The paper presents a method for plotting an avoidance route around a dynamically changing thunderstorm area, based on 
the use of a weighted dynamic graph with a fixed set of nodes and a changing set of edges. The proposed approach allows for 
accounting for the spatiotemporal variability of thunderstorm cells and also contributes to reducing the computational complexity of 
the planning task and enhancing the safety of the avoidance route when predictive information on the development of thunderstorm 
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cells in the very short term is available. The results of developing a route optimization algorithm based on a visibility graph, which 
ensures a reduction in route length without loss of avoidance correctness, are also presented. A statistical analysis was conducted, 
confirming the method effectiveness and the comparability of its results with the baseline approach at lower computational costs. 
The practical significance of the work lies in the possibility of integrating the developed method into intelligent decision support 
systems and automated flight trajectory planning systems for circumventing hazardous weather phenomena, which can contribute 
to enhanced flight safety and efficiency. 
 
Keywords: aviation, flight safety, optimization, thunderstorm avoidance, dynamic graph, route planning, flight trajectory 
management. 
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Введение 
 

Задача обеспечения безопасности полетов 
и повышения операционной эффективности 
гражданской авиации (ГА) в условиях небла-
гоприятных атмосферных явлений, особенно 
грозовой активности, является одной из клю-
чевых в современной аэронавигации. Грозы 
представляют серьезную опасность для воз-
душных судов (ВС), а также являются одной 
из основных причин задержек отправлений и 
прибытий ВС ГА [1]. 

Традиционно пилотам рекомендуется вы-
полнять обход гроз на фиксированном без-
опасном расстоянии от границ интенсивных 
радиолокационных эхосигналов [2], однако 
результаты исследования [3] показывают, что 
эти правила являются слишком упрощенны-
ми и не учитывают возможность возникнове-
ния конвективно-индуцированной турбулент-
ности за пределами зон визуально наблюдае-
мой конвекции. В связи с этим были разра-
ботаны статистические модели, такие как 
CWAM1 (модель обхода конвективной пого-
ды, Convective weather avoidance model) и 
CWAM2 [2], позволяющие формировать 
трехмерные детерминированные и вероят-
ностные карты обхода неблагоприятной по-
годы (Weather avoidance fields, WAF), кото-
рые отражают зоны, наиболее вероятно вы-
бираемые пилотами для обхода. Тем не менее 
данные модели в большей степени ориенти-
рованы на статический анализ, чем на обес-
печение возможности обхода грозового очага 
с учетом динамики его развития. 

Сложность выбора маршрута обхода гро-
зы заключается в ее динамической и стоха-

стической природе: грозовые ячейки могут 
интенсивно развиваться, разрушаться, объ-
единяться или разделяться, при этом их пе-
ремещения сопровождаются случайной ком-
понентой [4], наличие которой вызвано ло-
кальной турбулентностью, конвективными 
выбросами и мезомасштабными флуктуация-
ми ветра, которые вносят труднопрогнозиру-
емые отклонения траектории движения гро-
зовых ячеек от детерминированного направ-
ления переноса. Для решения задачи нахож-
дения оптимального маршрута обхода дина-
мически изменяющихся препятствий в общем 
виде предлагались такие подходы, как улуч-
шенный динамический алгоритм A* с вре-
менным окном (Improved dynamic A* algo-
rithm combined with time window) [5], метод 
искусственного потенциального поля со 
скользящим окном (Artificial potential field 
method combined with rolling window) [6] и др. 

Современные исследования в области оп-
тимизации процесса выбора маршрута обхода 
грозы сосредоточены на разработке методов, 
учитывающих временную изменчивость и 
неопределенности грозовой активности; сре-
ди них можно выделить следующие. 

1. Прогностические и вероятностные ме-
тоды, заключающиеся в использовании сверх-
краткосрочных прогнозов (наукастинга), кото-
рые позволяют строить маршруты обхода с 
заданным уровнем риска [4]. 

2. Метод динамической реоптимизации тра-
екторий, заключающийся в почасовой коррек-
тировке маршрута в ходе полета ВС на основе 
обновляемых метеорологических данных [7]. 

3. Алгоритм планирования траектории 
полета в условиях движущихся препятствий 
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при заходе на посадку (Spatio-temporal 
dynamic window approach, SDWA), реализу-
ющий прогнозирование движения препят-
ствий путем полиномиальной аппроксимации 
их положения во времени [8]. 

Несмотря на наличие указанных решений, 
до настоящего времени не предложено еди-
ного стратегического подхода, который бы 
одновременно учитывал динамику и неопре-
деленность грозовой активности, а также 
обеспечивал высокий уровень безопасности и 
позволял минимизировать операционные за-
траты при планировании маршрутов. В связи 
с этим актуальной задачей является разра-
ботка методологии и алгоритмического обес-
печения для построения оптимальных траек-
торий обхода гроз в соответствии с концеп-
цией операций, основанных на траекториях 
(Trajectory-based operations, TBO) [9]. 

Представим траекторию ВС в промежутке 
времени 𝑡 ∈ ሾ0,  𝑇ሿ как функцию от времени 𝑡: 

 
 𝒔ሺ𝑡ሻ ൌ ሾ𝑥ሺ𝑡ሻ,  𝑦ሺ𝑡ሻሿୃ,  𝑡 ∈ ሾ0,  𝑇ሿ. (1) 

 
Пусть ВС выполняет полет из точки 

𝒔ሺ0ሻ ൌ 𝐴 в точку 𝒔ሺ𝑇ሻ ൌ 𝐵. Тогда задачу ми-
нимизации пути, пройденного из 𝐴 в 𝐵, мож-
но представить как 

 

 L ൌ ׬ ቛௗ𝒔

ௗ௧
𝑑𝑡ቛ

்
଴   →  min. (2) 

 
Произведя дискретизацию по 𝑡 на 𝑁 до-

статочно небольших отрезков, перейдем к 
множеству точек ሼሾ𝑥௜,  𝑦௜ሿୃሽଵ

ே ൌ 
= ሼሾ𝑥ଵ,  𝑦ଵሿୃ,  ሾ𝑥ଶ,  𝑦ଶሿୃ,  … ሾ𝑥ே,  𝑦ேሿୃሽ, задаю-
щих маршрут полета ВС; при этом длина пу-
ти, пройденного из 𝐴 в 𝐵, может быть рас-
считана как 

 
 

 𝐿 ൌ ∑ 𝑑௜, ௜ାଵ
ேିଵ
௜ୀଵ ൌ ‖ሾ𝑥௜ାଵ,  𝑦௜ାଵሿୃ െ ሾ𝑥௜,  𝑦௜ሿୃ‖. (3) 

 
Предположим, что ВС выполняет полет 

в зоне грозовой деятельности и в непосред-
ственной близости от расчетной траектории 
полета ВС находится множество изолирован-
ных грозовых очагов, причем для каждого 
момента времени 𝑡௜, 𝑖 ൌ 1, . . . , 𝑁 имеется 
прогноз множества грозовых очагов 𝒯ሺ௜ሻ, 
каждый из которых имеет границу 𝑇௞

ሺ௜ሻ ∈ 𝒯ሺ௜ሻ 
и соответствующую замкнутую область 
внутри этой границы 𝑅௞

ሺ௜ሻ, которая может 
быть как выпуклой, так и невыпуклой. 

В ходе выполнения полета из 𝐴 в 𝐵 долж-
ны соблюдаться ограничения: 

1. ВС при обходе зоны грозовых очагов 
не должно заходить в область грозы: 

 

 ሾ𝑥௜,  𝑦௜ሿୃ ∉ 𝑅௞
ሺ௜ሻ,  ∀𝑘 ∈ 𝒯ሺ௜ሻ, ∀𝑖. (4) 

2. Кратчайшее расстояние от границы 
любого грозового участка 𝑇௞

ሺ௜ሻ до маршрута 
обхода distቀሾ𝑥௜,  𝑦௜ሿୃ, 𝑇௞

ሺ௜ሻቁ в каждой его точке 
i не должно быть меньше минимально допу-
стимого значения 𝑑min: 

 

 distቀሾ𝑥௜,  𝑦௜ሿୃ, 𝑇௞
ሺ௜ሻቁ ൒ 𝑑min,   ∀𝑘 ∈ 𝒯ሺ௜ሻ, ∀𝑖. (5) 

 
3. Кратчайшее расстояние между грани-

цами двух любых грозовых участков 𝑇௞
ሺ௜ሻ и 

𝑇௠
ሺ௜ሻ для пролета между ними не должно быть 

меньше минимально допустимого значения 
𝑑gap (как правило, 𝑑gap ൐ 2𝑑min): 

 
 

 
 distቀ𝑇௞

ሺ௜ሻ, 𝑇௠
ሺ௜ሻቁ ൒ 𝑑gap,   ∀𝑘, 𝑚 ∈ 𝒯ሺ௜ሻ, 𝑘 ് 𝑚,  ∀𝑖. (6) 

 
В соответствии с утратившим силу приказом «Об утверждении Федеральных авиационных 

правил полетов в воздушном пространстве Российской Федерации» № 136/42/511, указанные 
минимально допустимые значения устанавливались равными 𝑑min ൌ 15 км и 𝑑gap ൌ  50 км. 
                                                 
1  Приказ Минобороны РФ, Минтранса РФ и Росавиакосмоса от 31 марта 2002 года № 136/42/51 «Об утверждении 

Федеральных авиационных правил полетов в воздушном пространстве Российской Федерации». Отменен с 1 ян-
варя 2021 года на основании постановления Правительства РФ от 26 октября 2020 года № 1742 [Электронный 
ресурс] // ГАРАНТ. URL: https://base.garant.ru/184736/ (дата обращения: 10.10.2025). 
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Таким образом, рассматриваемая задача условной оптимизации может быть сформулирова-
на следующим образом: 

 
 ∑ ‖ሾ𝑥௜ାଵ,  𝑦௜ାଵሿୃ െ ሾ𝑥௜,  𝑦௜ሿୃ‖ேିଵ

௜ୀଵ   →  min; (7) 
 

 ሾ𝑥ଵ,  𝑦ଵሿୃ ൌ 𝐴,  ሾ𝑥ே,  𝑦ேሿୃ ൌ 𝐵; (8) 
 

 ሾ𝑥௜,  𝑦௜ሿୃ ∉ 𝑅௞
ሺ௜ሻ,  ∀𝑘 ∈ 𝒯ሺ௜ሻ, ∀𝑖; (9) 

 
 distቀሾ𝑥௜,  𝑦௜ሿୃ, 𝑇௞

ሺ௜ሻቁ  ൒ 𝑑min,  ∀𝑘 ∈ 𝒯ሺ௜ሻ, ∀𝑖; (10) 
 

 distቀ𝑇௞
ሺ௜ሻ, 𝑇௠

ሺ௜ሻቁ  ൒ 𝑑gap,   ∀𝑘, 𝑚 ∈ 𝒯ሺ௜ሻ, 𝑘 ് 𝑚,  ∀𝑖. (11) 
 
В работе [10] предложен метод определе-

ния маршрута обхода воздушным судном 
грозы с помощью нахождения кратчайшего 
пути на графе для случая неподвижных гро-
зовых очагов, заключающийся в следующем. 

1. На этапе подготовки данных произво-
дится фильтрация радиолокационных изоб-
ражений, позволяющая избавиться от слу-
чайных помех, а также от облаков, не явля-
ющихся грозовыми и не относящихся к зонам 
сильных осадков; также осуществляется пре-
образование отфильтрованных растровых 
изображений в массив векторных объектов – 
полигонов ሼ𝑃௞ሽ௞ୀଵ

௄  [11], каждый из которых 
соответствует определенному изолированно-
му грозовому очагу 𝑇௞ ∈ 𝒯 (в случае непо-
движных грозовых очагов каждому моменту 
времени 𝑡௜ соответствует одно и то же мно-
жество 𝒯). 

2. На этапе агрегации данных реализует-
ся механизм разделения полигонов 𝑃௞ на 
группы 𝒢௟ таким образом, чтобы в рамках од-
ной группы расстояние между любыми двумя 
соседними полигонами не превышало значе-
ние 𝑑gap: таким образом, группа представляет 
собой множество полигонов, пролет между 
которыми недопустим (рис. 1, а и 1, б).  

3. Далее вокруг каждого из полигонов 𝑃௞ 
строится буферная зона 𝐵௞

min с радиусом, 
равным минимально допустимому расстоя-
нию до границы грозового очага 𝑑min, после 
чего для каждой группы 𝒢௟ вокруг буферных 
зон входящих в нее полигонов строится ми-
нимальная вогнутая оболочка (Concave Hull) 

𝐻௟ [12], объединяющая все полигоны внутри 
группы в единую геометрию (рис. 1, в). 

4. Реализованная таким образом агрега-
ция позволяет перейти к задаче оптимизации 
с двумя условиями: 1) маршрут обхода дол-
жен начинаться в заданной точке A и закан-
чиваться в заданной точке 𝐵, лежащих за 
пределами оболочек; 2) ни один из участков 
маршрута между любыми двумя последова-
тельными поворотными пунктами не должен 
пересекать границы оболочек. 

5. На финальном этапе оболочки упро-
щаются – для этого применяется алгоритм 
Дугласа – Пекера [13], рекурсивно удаляю-
щий точки, задающие границы оболочки, ми-
нимально влияя на ее форму и сохраняя ее 
общую структуру практически неизменной. 
В результате каждая из оболочек 𝐻௟ пред-
ставляется в виде аппроксимирующего ее 
границы множества точек ℋ௟, которые ис-
пользуются при инициализации графа 
𝐺൫𝑉hull,  𝐸hull൯ в качестве множества вершин 
𝑉hull. Далее реализуется валидация ребер 
графа 𝐸hull – для каждой пары вершин 
𝑉௣

hull, 𝑉௤
hull проверяется, пересекает ли соеди-

няющее их ребро 𝐸௣௤
hull хотя бы одну из обо-

лочек, и если нет, то соответствующее ребро 
считается валидным и добавляется в граф. 

6. Оптимальный маршрут определяется с 
помощью алгоритма Дейкстры [14] как крат-
чайший путь из 𝐴 в 𝐵 на полученном взве-
шенном графе, при этом в качестве весов ис-
пользуются расстояния между соответству-
ющими вершинами (рис. 1, г). 
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В настоящей работе предлагается метод 
определения маршрута обхода ВС не непо-
движной во времени, но динамически изме-
няющейся зоны грозовой деятельности, во 
многом основанный на описанном спосо-
бе [10] и представляющий собой его обобще-
ние для случая подвижных грозовых очагов. 
 
Методы 
 

Разработка и апробация предлагаемого 
метода определения оптимального маршрута 
обхода, а также предшествующие этапы по-
лучения и обработки данных о расположении 
грозовых очагов и построение самого графа 
осуществлялись с использованием языка объ-
ектно ориентированного программирования 
Python и библиотек: NumPy с поддержкой 
операций над многоуровневыми массивами, 
GeoPandas и Shapely для обработки геопро-
странственных данных, а также NetworkX, 
предоставляющей инструменты для работы с 
графами и прочими сетевыми структурами. 
Созданный авторами в рамках исследования 
код находится в открытом доступе2. 
                                                 
2  Код для предобработки и визуализации растровых 

изображений [Электронный ресурс] // github.com. 

Для разработки и тестирования алгоритма 
использовались данные3 радиолокационных 
метеорологических наблюдений за грозовы-
ми очагами и сильными ливневыми осадками 
Финского метеорологического института 
(Finnish Meteorological Institute, FMI). По-
дробно порядок получения и предобработки 
данных описан в [10]. 

Наиболее прямолинейный подход (ал-
горитм 1) к обобщению метода обхода ста-
тичной грозы из [10] для случая динамически 
изменяющихся грозовых очагов заключается 
в том, чтобы в каждый момент времени 𝑡௜ 
для заданного размера окна 𝑤 рассмотреть 
множество грозовых очагов 𝒯ሺ௜:௜ା௪ሻ ൌ 
 ൌ ሼ𝒯ሺ௜ሻ,  𝒯ሺ௜ାଵሻ,  … ,  𝒯ሺ௜ା௪ሻሽ как единое и не-
подвижное и применить к нему метод обхода 
статичной грозы. 

 
Алгоритм 1. Базовый метод определения 

маршрута обхода воздушным судном дина-
мически изменяющейся зоны грозовой дея-
тельности 
                                                                                

URL: https://github.com/yaaadrov/WxRADNet-
PyTorch (дата обращения: 10.10.2025). 

3  Схема данных [Электронный ресурс] // XML-фал. 
URL: http://s3-eu-west-1.amazonaws.com/fmi-
opendata-radar-geotiff (дата обращения: 10.10.2025). 

 
 

Рис. 1. Определение маршрута обхода неподвижной грозы: а – буферные зоны 𝐵௞
gap с отступом 𝑑gap/2, 

построенные для каждого полигона; б – объединение попарно пересекающихся буферных зон в группы 𝒢௟;  
в – вогнутые оболочки, построенные вокруг полученных групп для буферных зон 𝐵௞

min; г – вершины графа 
для вогнутых оболочек и кратчайший путь из 𝐴 в 𝐵 на графе 

Fig. 1. Determination of the stationary thunderstorm avoidance route: a – buffer zones 𝐵௞
gapwith an offset of 𝑑gap/2, 

constructed for each polygon; б – grouping of pairwise intersecting buffer zones into sets 𝒢௟; в – concave hulls constructed 
around the resulting groups for the buffer zones 𝐵௞

min; г – graph nodes for the concave hulls  
and the shortest path from 𝐴 to 𝐵 on the graph 
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Требования: начальное положение ВС 
ሾ𝑥஺,  𝑦஺ሿୃ; значения минимальных расстояний 
𝑑min и 𝑑gap; размер окна 𝑤; прогноз множе-
ства грозовых очагов ሼ𝒯ሺ௜ሻሽ௜ୀଵ

ே  для каждого 
требуемого момента времени 𝑡௜; шаг дискре-
тизации времени Δ𝑡; скорость полета ВС 𝑉; 
точка окончания маршрута обхода ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃ. 

1. Обозначить текущее положение 
ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ ← ሾ𝑥஺,  𝑦஺ሿୃ, 𝑖 ← 1. 

2. Инициализировать множество пово-
ротных пунктов 𝒫 ൌ ሼሾ𝑥஺,  𝑦஺ሿୃሽ, задающих 
маршрут обхода грозы. 

3. Пока ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ  ് ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃ: 
4. Сформировать текущее временное ок-

но 𝒯cur ൌ 𝒯ሺ௜:௜ା௪ሻ. 
5. Применить алгоритм из [10] для полу-

чения из 𝒯cur графа 𝐺cur൫𝑉cur
hull,  𝐸cur

hull൯. 
6. С помощью алгоритма Дейкстры 

найти множество точек 𝒫cur ൌ 
=ሼሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ, … , ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃሽ, задающих крат-
чайший маршрут из ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ в ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃ на 
взвешенном графе 𝐺cur൫𝑉cur

hull,  𝐸cur
hull൯. 

7. Ограничить полученный маршрут 
длиной 𝐿 ൌ 𝑉 ⋅ Δ𝑡 (либо конечной точкой 
маршрута ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃ) и получить соответ-
ствующее подмножество поворотных пунк-
тов 𝒫cur

௅ . 
8. Получить новые координаты 

ሾ𝑥new,  𝑦newሿୃ как конечную точку полученно-
го отрезка маршрута 𝒫cur

௅ . 
9. Обновить переменные: ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ ←

ሾ𝑥new,  𝑦newሿୃ, 𝒫 ← 𝒫 ⋃ 𝒫cur
௅ , 𝑖 ← 𝑖 ൅ 1. 

10. Вернуть множество поворотных пунк-
тов 𝒫, задающих маршрут обхода воздуш-
ным судном динамически изменяющейся зо-
ны грозовой деятельности. 

 
Главным недостатком такого подхода яв-

ляется необходимость на каждом шаге 𝑖 за-
ново выполнять операции по созданию графа 
𝐺cur൫𝑉cur

hull,  𝐸cur
hull൯, включая валидацию ребер 

графа, – это вычислительно сложный процесс 
со сложностью 𝒪 ቀห𝑉cur

hullห
ଶ

ቁ, требующий для 
каждой пары вершин 𝑉௣

hull, 𝑉௤
hull проверить, 

пересекает ли соединяющее их ребро 𝐸௣௤
hull 

хотя бы одну из оболочек. 
Один из возможных подходов к решению 

задачи определения маршрута обхода воз-

душным судном динамически изменяющейся 
зоны грозовой деятельности заключается в 
нахождении кратчайшего пути на динамиче-
ском (временнóм) графе (dynamic graph) [15] – 
таком, у которого для каждого момента вре-
мени 𝑡௜, 𝑖 ∈ ℤ множество вершин 𝑉 фиксиро-
вано, а множество ребер меняется во време-
ни, то есть каждому 𝑡௜ соответствует свой 
набор 𝐸ሺ௜ሻ. В простейшем случае для нахож-
дения кратчайшего пути на таком графе со 
скользящим окном размера 𝑤 для каждого 
момента 𝑡௜ строится агрегированный граф 
𝐺ሺ௜ሻ൫𝑉,  𝐸ሺ𝑖, 𝑤ሻ൯, после чего запускается клас-
сический алгоритм Дейкстры или его опти-
мизированный аналог [16]. 

В рассмотренном алгоритме 1 в каждый 
новый момент 𝑡௜ окно, пробегающее по 
всем множествам грозовых очагов ሼ𝒯ሺ௜ሻሽ௜ୀଵ

ே , 
сдвигается на единицу вперед, в результате 
текущая радиолокационная картина 
𝒯cur ൌ 𝒯ሺ௜:௜ା௪ሻ изменяется – очередному 𝑡௜ 
будет соответствовать свой набор вершин 
𝑉cur

hull, полученных в результате упрощения 
границ оболочек, из-за чего использование 
построенного на предыдущем шаге графа 
становится невозможным. 

Для получения динамического графа ав-
торами предлагается использовать подход 
(алгоритм 2), включающий следующие ос-
новные этапы. 

1. Шаги 1–5: создание множества вершин 
𝒱 как точек, полученных после упрощения 
границ вогнутых оболочек для всех доступ-
ных моментов времени 𝑡௜. 

2. Шаг 6: кластеризация с целью замены 
исходных вершин 𝒱 на центроиды кластеров 
𝒞 ൌ ሼ𝑐௝ሽ௝ୀଵ

஼  таким образом, чтобы получен-
ный в результате динамический граф не был 
перегружен слишком плотными облаками 
вершин (рис. 2, а). 

3. Шаги 7–9: учет большого числа грозо-
вых очагов (множества ሼ𝒯ሺ௜ሻሽ௜ୀଵ

ே  для каждого 
требуемого момента времени 𝑡௜) приводит к 
тому, что даже после кластеризации число 
вершин оказывается заметно больше, чем в 
случае статичной картины из единственного 
множества грозовых очагов 𝒯, – из-за этого 
процедура валидации ребер становится 
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слишком ресурсоемкой. По этой причине 
предлагается проверять не все возможные 
ребра, а некоторое множество ребер-канди-
датов ℰcand, полученное как объединение: 

3.1. Триангуляции Делоне ℰDelaunay [17] – 
триангуляции множества центроидов 𝒞, в ко-

торой для любой треугольной ячейки окруж-
ность, описанная вокруг треугольника, не со-
держит в своей внутренности никаких других 
точек из 𝒞 (позволяет обеспечить наличие свя-
зей между дальними вершинами (рис. 2, б)): 

 

 
 ℰDelaunay ൌ ⋃ ሼሺ𝑝, 𝑞ሻ | 𝑐௣, 𝑐௤ ∈△ሽ△∈Triangulationሺ𝒞ሻ . (12) 

 
3.2. Множества ребер, соединяющих каждую вершину с 𝑘 ее ближайшими соседями 

(𝑘-nearest neighbors, 𝑘NN) [18] (позволяют обеспечить наличие связей между ближайшими 
вершинами (рис. 2, в)): 

 
 ℰ௞NN ൌ ሼሺ𝑝, 𝑞ሻ | 𝑐௤  ∈ argmin௖ೕ∈𝒞, ௖ೕஷ௖೛

௞  dist൫𝑐௣, 𝑐௝൯ሽ. (13) 
 
 
4. Шаги 10–14: для каждого момента вре-

мени для каждого ребра-кандидата из ℰcand 
проверяется, пересекает ли оно хотя бы одну из 

вогнутых оболочек текущей радиолокационной 
картины 𝒯ሺ௜ሻ, и, если нет, ребро добавляется в 
соответствующее множество ℰሺ௜ሻ. 

5. Шаг 15: получен взвешенный динами-
ческий граф с фиксированным множеством 
вершин 𝒞 и уникальными для каждого мо-
мента времени 𝑡௜ наборами ребер ሼℰሺ௜ሻሽ௜ୀଵ

ே . 
 
Алгоритм 2. Метод создания динамиче-

ского графа 
Требования: прогноз множества грозовых 

очагов ሼ𝒯ሺ௜ሻሽ௜ୀଵ
ே  для каждого требуемого мо-

 
 

Рис. 2. Создание динамического графа4: а – множества вершин 𝒱 и центроидов 𝒞; б – триангуляция Делоне 
(до валидации ребер); в – ребра, соединяющие 𝑘 ближайших соседей (до валидации ребер) 

Fig. 2. Dynamic graph construction4: a – sets of nodes 𝒱 and centroids 𝒞; б – Delaunay triangulation (prior to edge 
validation); в – edges connecting the k nearest neighbours (prior to edge validation) 

 

4 Упрощенно: на данном рисунке и далее в качестве 
коэффициента допустимого отклонения при упро-
щении границ оболочек и создании кластеров ис-
пользовалось значение 30 000 (30 км), в то время 
как при практической реализации предлагаемого ме-
тода для достижения лучших результатов авторами 
рекомендуется использовать значение 5 000 (5 км), 
что приведет к увеличению числа всех вершин 
в примерно 3 раза (по сравнению с картиной, изоб-
раженной на рисунке), а числа центроидов – при-
мерно в 10 раз. 
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мента времени 𝑡௜; параметр кластеризации 
𝑑clust (в работе принят равным 5 км); число 𝑘 
ближайших соседей для определения ребер-
кандидатов (в работе принято равным 10). 

1. Инициализировать пустое множество 
вершин 𝒱 ൌ ሼሽ. 

2. Для каждого множества грозовых оча-
гов 𝒯ሺ௜ሻ из ሼ𝒯ሺ௜ሻሽ௜ୀଵ

ே : 
3. Для каждой вогнутой оболочки 𝐻௟, со-

ответствующей текущей радиолокационной 
картине 𝒯ሺ௜ሻ в момент 𝑡௜: 

4. Упростить границы 𝐻௟ с помощью ал-
горитма Дугласа – Пекера и представить обо-
лочку в виде множества точек ℋ௟. 

5. Обновить множество вершин  
𝒱 ← 𝒱 ⋃ ℋ௟. 

6. Разделить полученное множество вер-
шин 𝒱 на кластеры с параметром кластериза-
ции 𝑑clust (кластер может включать от 1 вер-
шины) и получить множество центроидов 
этих кластеров 𝒞 ൌ ሼ𝑐௝ሽ௝ୀଵ

஼ . 
7. Для множества точек 𝒞 построить три-

ангуляцию Делоне – получить множество ре-
бер-кандидатов ℰDelaunay. 

8. Для каждой вершины из 𝒞 найти 𝑘 ее 
ближайших соседей по евклидову расстоя-

нию – получить множество ребер-кандидатов 
ℰ௞NN. 

9. Получить объединение ребер-кандида-
тов ℰcand ൌ ℰDelaunay ⋃ ℰ௞NN. 

10. Произвести валидацию ребер. Для 
каждого момента времени 𝑡௜: 

11. Инициализировать пустое множество 
валидных ребер ℰሺ௜ሻ ൌ ሼሽ. 

12. Для каждого ребра-кандидата 𝐸௣௤ ൌ 
ൌ ሺ𝑝, 𝑞ሻ из ℰcand: 

13. Проверить, пересекает ли 𝐸௣௤ хотя бы 
одну из оболочек 𝐻௟ текущей радиолокаци-
онной картины 𝒯ሺ௜ሻ. 

14. Если не пересекает, то добавить его в 
множество валидных ребер с весом 
dist൫𝑐௣, 𝑐௤൯:  ℰሺ௜ሻ  ← ℰሺ௜ሻ ⋃  ሼ𝐸௣௤ሽ. 

15. Вернуть взвешенный динамический 
граф 𝐺ሺ௜ሻ൫𝒞,  ℰሺ௜ሻ൯. 

 
На рис. 3, а показан маршрут обхода зоны 

грозы 𝒯ሺଵሻ, полученный для динамического 
графа 𝐺ሺଵሻ൫𝒞,  ℰሺଵሻ൯: он представлен в виде 
ломаной с большим количеством звеньев, что 
объясняется использованием заметно боль-
шего по сравнению со статичным случаем 
(рис. 1, г) числа вершин, а также применени-

 
 

Рис. 3. Нахождение маршрута обхода на динамическом графе: а – кратчайший путь из 𝐴 в 𝐵 на 𝐺ሺଵሻ൫𝒞,  ℰሺଵሻ൯;  
б – оптимизация маршрута обхода за счет построения дополнительного графа видимости;  
в – финальный маршрут обхода как совокупность отрезков длины 𝐿 ൌ 𝑉 ⋅ Δ𝑡 для каждого 𝑡௜ 

Fig. 3. Finding an avoidance route on a dynamic graph: a – the shortest path from 𝐴 to 𝐵 on 𝐺ሺଵሻ൫𝒞,  ℰሺଵሻ൯;  
б – route optimization by constructing an additional visibility graph; в – the final avoidance route as a sequence of 

segments of length 𝐿 ൌ 𝑉 ⋅ Δ𝑡 for each 𝑡௜ 
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ем триангуляции Делоне для упрощения про-
цедуры валидации ребер.  

Полученный маршрут может быть опти-
мизирован, для этого предлагается: 1) по-
строить небольшой граф видимости 
𝐺vis

ሺଵሻቀ𝒱vis
ሺଵሻ,  ℰvis

ሺଵሻቁ, вершины которого – путь из 
𝐴 в 𝐵 на 𝐺ሺଵሻ൫𝒞,  ℰሺଵሻ൯; 2) провалидировать 
его ребра; 3) получить оптимизированный 
маршрут для текущего временного окна как 
кратчайший маршрут из 𝐴 в 𝐵 (рис. 3, б). Фи-
нальный маршрут обхода динамически изме-
няющейся зоны грозовой деятельности, та-
ким образом, может быть получен как сово-
купность отрезков длины 𝐿 ൌ 𝑉 ⋅ Δ𝑡, взятых 
от оптимизированных маршрутов обхода для 
каждого момента 𝑡௜ (рис. 3, в, алгоритм 3). 

 
Алгоритм 3. Метод определения маршру-

та обхода воздушным судном динамически 
изменяющейся зоны грозовой деятельности 

Требования: начальное положение ВС 
ሾ𝑥஺,  𝑦஺ሿୃ; значения минимальных расстояний 
𝑑min и 𝑑gap; размер окна 𝑤; прогноз множе-
ства грозовых очагов ሼ𝒯ሺ௜ሻሽ௜ୀଵ

ே  для каждого 
требуемого момента времени 𝑡௜; шаг дискре-
тизации времени Δ𝑡; скорость полета ВС 𝑉; 
точка окончания маршрута обхода ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃ; 
параметр кластеризации 𝑑clust; число 𝑘 бли-
жайших соседей для определения ребер-
кандидатов. 

1. Обозначить текущее положение 
ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ ← ሾ𝑥஺,  𝑦஺ሿୃ, 𝑖 ← 1. 

2. Инициализировать множество пово-
ротных пунктов 𝒫 ൌ ሼሾ𝑥஺,  𝑦஺ሿୃሽ, задающих 
маршрут обхода грозы. 

3. Применить алгоритм 2 для получения 
взвешенного динамического графа 
𝐺ሺ௜ሻ൫𝒞,  ℰሺ௜ሻ൯. 

4. Пока ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ  ് ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃ: 
5. Сформировать текущее временное ок-

но 𝒯cur ൌ 𝒯ሺ௜:௜ା௪ሻ. 
6. Получить граф для текущего вре-

менного окна 𝐺cur ൌ 𝐺ሺ௜ሻ൫𝒞,  ℰሺ௜:௜ା௪ሻ൯ ൌ  
ൌ 𝐺ሺ௜ሻ൫𝒞, ⋂ ℰሺ௜ሻ௜ା௪

௜ ൯, множество ребер кото-
рого представляет собой пересечение мно-
жеств ℰሺ௜ሻ для 𝑖 ∈ ሾ𝑖, 𝑖 ൅ 𝑤ሿ. 

7. С помощью алгоритма Дейкстры най-
ти множество точек 𝒱vis

ሺ௜ሻ ൌ ሼሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ, … 
… , ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃሽ, задающих кратчайший марш-
рут из ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ в ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃ на взвешенном 
графе 𝐺cur. 

8. Построить граф видимости 
𝐺visቀ𝒱vis

ሺ௜ሻ,  ℰvis
ሺ௜ሻቁ, где ℰvis

ሺ௜ሻ ൌ  ሼሺ𝑝, 𝑞ሻ | 𝑝, 𝑞 ∈

𝒱vis
ሺ௜ሻ, 𝑝 ് 𝑞ሽ ⋂ ℰሺ௜:௜ା௪ሻ представляет собой 

пересечение множества всех возможных ре-
бер для вершин 𝒱vis

ሺ௜ሻ и множества всех валид-
ных для текущего окна ребер ℰሺ௜:௜ା௪ሻ ൌ
⋂ ℰሺ௜ሻ௜ା௪

௜ . 
9. С помощью алгоритма Дейкстры 

найти оптимизированный маршрут обхода 
для текущего временного окна как множество 
точек 𝒫cur ൌ ሼሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ, … , ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃሽሽ, за-
дающих кратчайший маршрут из ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ 
в ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃ на взвешенном графе 
𝐺visቀ𝒱vis

ሺ௜ሻ,  ℰvis
ሺ௜ሻቁ. 

10. Ограничить полученный маршрут 𝒫cur 
длиной 𝐿 ൌ 𝑉 ⋅ Δ𝑡 (либо конечной точкой 
маршрута ሾ𝑥஻,  𝑦஻ሿୃ) и получить соответ-
ствующее подмножество поворотных пунк-
тов 𝒫cur

௅ . 
11. Получить новые координаты 

ሾ𝑥new,  𝑦newሿୃ как конечную точку полученно-
го отрезка маршрута 𝒫cur

௅ . 
12. Обновить переменные: ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ ←

ሾ𝑥new,  𝑦newሿୃ, 𝒫 ← 𝒫 ⋃ 𝒫cur
௅ , 𝑖 ← 𝑖 ൅ 1. 

13. Вернуть множество поворотных пунк-
тов 𝒫, задающих маршрут обхода воздуш-
ным судном динамически изменяющейся зо-
ны грозовой деятельности.  

 
Маршрут обхода считается успешным в 

том случае, если в каждый момент 𝑡௜ началь-
ное положение ВС ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ находится за 
пределами вогнутых оболочек для текущего 
временного окна. Если же конечная точка от-
резка для 𝑡௜ିଵ оказывается внутри вогнутых 
оболочек для 𝒯ሺ௜:௜ା௪ሻ, в качестве нового 
начального положения выбирается ближай-
шая доступная к ሾ𝑥cur,  𝑦curሿୃ вершина дина-
мического графа, но маршрут считается не-
успешным. 
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Результаты 
 

Предлагаемые в работе методы: 1) базо-
вый (алгоритм 1); 2) основанный на построе-
нии динамического графа; а также 3) его оп-
тимизация (алгоритм 3) – были применены 
для нахождения маршрутов обхода 27 реаль-
ных грозовых конфигураций, отобранных на 
этапе получения данных [10], для размеров 
окна 𝑤 от 0 (в каждый момент 𝑡௜ маршрут 
обхода строится на основе исключительно 
текущей радиолокационной картины 𝒯ሺ௜ሻ без 
учета прогноза) до 6. Начальные и конечные 
точки 𝐴 и 𝐵 определялись авторами с учетом 
динамики развития грозовых очагов таким 
образом, чтобы точки находились в непо-
средственной близости от грозы, максималь-
но усложняя задачу нахождения оптимально-
го маршрута обхода; при этом строились не 
только маршруты из 𝐴 в 𝐵, но и из 𝐵 в 𝐴 – 
всего, таким образом, для каждого метода и 
окна 𝑤 ൌ 0, … , 6 было получено 54 маршрута 
обхода. 

На рис. 4 слева показано распределение 
длин маршрутов для каждого из методов в 
зависимости от размера временного окна 𝑤; 
на рис. 4 справа показан линейный график 
доли успешных маршрутов в зависимости от 
размера окна 𝑤 для обоих методов, основан-
ных на построении динамического графа, с 
доверительным интервалом 0,95. 

Как следует из рис. 4, для всех рассмот-
ренных случаев медианное значение длины 

маршрута для метода, основанного на по-
строении динамического графа с оптимиза-
цией, оказалось меньше, чем для других ме-
тодов. Наибольший процент успешных 
маршрутов составляет 79,6 % и наблюдается 
для метода с динамическим графом и допол-
нительной оптимизацией (напомним, что 
успешным называется такой маршрут, для 
которого каждая финальная точка отрезка для 
момента 𝑡௜ିଵ находится вне зон выпуклых 
оболочек, соответствующих окну 𝒯ሺ௜:௜ା௪ሻ). 
В случае если при определении маршрута об-
хода предсказания развития грозы вовсе не 
используются (𝑤 ൌ 0), процент успешных 
маршрутов составляет порядка 50 %. 

Как правило, осуществление оптимизации 
(пункты 8–9 алгоритма 3) направлено на 
сглаживание зигзагов, образованных по при-
чине использования при построении динами-
ческого графа (алгоритм 2) не всех возмож-
ных ребер, но отобранного подмножества ре-
бер-кандидатов ℰcand, однако в некоторых 
случаях влияние оптимизации на маршрут 
обхода может быть куда более ощутимым. 
Так, на рис. 5, а видно, что первоначально 
как маршрут без оптимизации, так и маршрут 
с оптимизацией были проложены между 
двумя грозовыми очагами, однако в случае с 
методом без оптимизации ВС подошло к точ-
ке разделения очагов слишком поздно, когда 
вогнутые оболочки соответствующих очагов 
уже слились, делая пролет между ними не-
возможным. В результате ВС пришлось до-

 
 

Рис. 4. Распределение длин маршрутов (слева) и доля успешных маршрутов обхода (справа) 
Fig. 4. Route length distribution (left) and proportion of successful avoidance routes (right) 
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полнительно обойти очаг с юго-запада, что 
привело к увеличению маршрута обхода на 
74 % (655,7 км) по сравнению с маршрутом, 
полученным методом с применением опти-
мизации. 

Из рис. 4 видно, что увеличение размера 
окна, как правило, влечет за собой увеличе-
ние длины маршрута; рис. 5, в позволяет 
проиллюстрировать эту тенденцию: из-за ис-
пользования увеличенного размера окна во-
гнутые оболочки двух грозовых очагов сли-
ваются слишком рано, из-за чего пропадает 
возможность пролететь между ними. В при-
веденном примере использование окна 𝑤 ൌ 2 
по сравнению с 𝑤 ൌ 1 привело к увеличению 
длины маршрута обхода (полученного мето-
дом, основанным на использовании динами-
ческого графа с оптимизацией) на 73,3 % 
(629,7 км). 

Однако еще большее увеличение длины 
маршрута обхода можно получить, если во-
все не учитывать прогноз развития грозы и 
выполнять обход с 𝑤 ൌ 0: так, на рис. 5, б 
видно, что в какой-то момент осуществление 
обхода грозы с подветренной стороны 
(маршрут показан оранжевым) становится 

невозможным, из-за чего ВС вынуждено вер-
нуться в начальную точку 𝐴 и произвести об-
ход с подветренной стороны, как и было реа-
лизовано изначально в случае для маршрута 
со значением 𝑤 ൌ 1 (показан синим). Таким 
образом, в рассматриваемом случае учет про-
гноза развития грозы позволил сократить 
длину маршрута обхода на 32,6 % (493,5 км). 

Для определения влияния выбора метода 
обхода и размера окна на итоговую длину 
маршрута был проведен двухфакторный дис-
персионный анализ (Analysis of variance, 
ANOVA) [19], достоверность которого под-
тверждается гомогенностью дисперсий всех 
алгоритмов при каждом размере окна 𝑤 – все 
значения p-уровней значимости по тесту Ле-
вена (Levene’s test) [20] составляют 𝑝 ൐ 0,48. 
Результаты дисперсионного анализа позво-
лили установить следующее. 

1. Наличие значимого основного влияния 
на среднюю длину пути как метода обхода 
(со значением p-уровня значимости  
𝑝 ≪ 0,001), так и размера окна (𝑝 ≪ 0,001). 

2. Наличие значимого взаимодействия 
между методом и размером окна (𝑝 ൌ 0,0104), 
указывающего на то, что размер окна по-

 
 

Рис. 5. Примеры маршрутов обхода: а – оптимизация позволяет значительно сократить маршрут обхода;  
б – отсутствие учета прогноза развития грозы может привести к попытке обойти очаг с подветренной стороны; 

в – увеличение размера окна, как правило, приводит к увеличению длины маршрута обхода 
Fig. 5. Examples of avoidance routes: a – optimization allows for a significant reduction of the avoidance route length; 
б – failure to account for the thunderstorm development forecast may lead to an attempt to avoid the cell from the leeward 

side; в – increasing the window size generally leads to an increase in the avoidance route length 
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разному влияет на среднюю длину пути в за-
висимости от используемого метода. 

Относительная разница Δ𝐿rel маршрутов 
𝐿஺ и 𝐿஻, полученных с помощью методов 𝐴 и 
𝐵, может быть получена как 

 
 Δ𝐿rel ൌ ௅ಲି௅ಳ

ሺ௅ಲା௅ಳሻ/ଶ
. (14) 

 
Результаты теста Шапиро – Уилка 

(Shapiro-Wilk test) [21] для проверки гипоте-
зы о нормальности распределения Δ𝐿rel со 
значением уровня статистической значимо-
сти α ൌ 0,05 позволили сделать вывод о том, 
что для всех рассматриваемых 𝑤 для всех пар 
алгоритмов распределение Δ𝐿rel статистиче-
ски значимо отличается от нормального, сле-
довательно, для проверки гипотез о статисти-
чески значимом различии средних необходи-
мо использовать непараметрический тест. 

В силу парности данных для сравнения 
средних был использован непараметрический 
тест Уилкоксона для парных выборок 
(Wilcoxon signed-rank test) [22] со значением 
уровня статистической значимости 𝛼 ൌ 0,05, 
результаты которого показали, что для всех 
рассмотренных значений 𝑤: 

1) не существует статистически значимой 
разницы средних длин маршрута, получен-
ных с помощью базового метода и метода, 
основанного на применении динамического 
графа с оптимизацией (значения p-уровней 

значимости с поправкой Бонферрони на 
множественную проверку гипотез для раз-
личных значений 𝑤 лежат в диапазоне 
𝑝 ∈ ሾ0,118; 1,0ሿ); 

2) медианная длина оптимизированного 
маршрута с использованием динамического 
графа статистически значимо отличается 
(меньше) от медианной длины маршрута с 
использованием динамического графа без оп-
тимизации, 𝑝 ∈ ሾ1,04 ⋅ 10ି଼; 8,42 ⋅ 10ିହሿ; 

3) медианная длина маршрута для базо-
вого алгоритма статистически значимо отли-
чается (меньше) от медианной длины марш-
рута с использованием динамического графа 
без оптимизации, 𝑝 ∈ ሾ8,35 ⋅ 10ି଼; 0,006ሿ. 

Результаты парного непараметрического 
теста Мак-Немара (Pairwise McNemar 
test) [23] для методов, основанных на исполь-
зовании динамического графа с оптимизаци-
ей и без нее, показывают, что ни для одного 
из рассматриваемых размеров окна 𝑤 исполь-
зование оптимизации не показало статисти-
чески значимого улучшения с точки зрения 
увеличения доли успешных маршрутов (ми-
нимальное значение p-уровня значимости со-
ставляет 𝑝 ൌ 0,386 и соответствует размерам 
окна 𝑤 ൌ 4 и 𝑤 ൌ 5). 

Для выбора оптимального размера окна 𝑤 
для методов, основанных на создании дина-
мического графа, были построены линейные 
графики относительного изменения доли 
успешных маршрутов Δ𝑆 и средней длины 

 
 

Рис. 6. Относительное изменение доли успешных маршрутов и средней длины маршрута для каждого окна 𝑤 для 
метода, основанного на построении динамического графа (слева) и его оптимизированной версии (справа) 
Fig. 6. Relative change in the proportion of successful routes and the average route length for each window w for 

the method based on dynamic graph construction (left) and its optimized version (right) 
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маршрута Δ𝐿 для каждого окна 𝑤 по сравне-
нию с предыдущим (рис. 6): оптимальным 
предлагается считать тот размер окна, кото-
рому соответствует наибольший прирост до-
ли успешных маршрутов при как можно 
меньшем приросте относительного измене-
ния их средней длины (то есть наибольшее 
значение коэффициента Δ𝑆/Δ𝐿). Из рис. 6 
видно, что для метода без оптимизации таким 
значением является 𝑤 ൌ 2, а для метода с оп-
тимизацией – 𝑤 ൌ 4. 
 
Обсуждение 
 

Анализируя алгоритмическую слож-
ность [24] базового метода определения 
маршрута обхода динамически изменяющей-
ся грозы (алгоритм 1) в предположении, что 
при увеличении размера окна 𝑤 на один чис-
ло вершин графа 𝐺cur൫𝑉cur

hull,  𝐸cur
hull൯ увеличива-

ется на среднее значение вершин в каждый 
момент времени 𝑉, можно заключить: 

1) в каждый момент времени 𝑡௜ асимпто-
тика валидации ребра между каждой возмож-
ной парой вершин зависит в том числе от 
размера окна 𝑤 (значению 𝑤 ൌ 0 соответ-
ствует 𝑉 вершин, 𝑤 ൌ 1 – 2𝑉 вершин и т. д.) 
и составляет 𝒪 ቀ൫ሺ𝑤 ൅ 1ሻ𝑉൯

ଶ
ቁ ൎ 𝒪ሺሺ𝑤𝑉ሻଶሻ; 

2) причем для каждого ребра необходимо 
проверить пересечение с ሺ𝑤 ൅ 1ሻ𝑃 полигона-
ми, где 𝑃 – среднее число полигонов для 
каждого 𝑡௜, что в итоге дает сложность 
𝒪ሺ𝑤ଷ𝑉ଶ𝑃ሻ; 

3) алгоритмическая сложность алгоритма 
Дейкстры на графе, ребра которого соединя-
ют все возможные пары вершин, составляет 
𝒪ሺ𝑉ଶ ൅ 𝑉 log𝑉ሻ [25]; 

4) общая сложность алгоритма для всех 
моментов времени 𝑁, таким образом, составляет 
𝒪ሺሺ𝑤ଷ𝑉ଶ𝑃 ൅ 𝑉ଶ ൅ 𝑉 log𝑉ሻ𝑁ሻ ൎ 𝒪ሺ𝑤ଷ𝑉ଶ𝑁ሻ – 
кубическая зависимость от 𝑤 и квадратичная 
зависимость от 𝑉 делают базовый алгоритм 
крайне непрактичным. 

Усовершенствование базового алгоритма, 
заключающееся в построении общего для 
всех моментов 𝑡௜ динамического графа с по-
стоянным числом вершин 𝑉∗, а также в вали-

дации лишь отобранного подмножества ре-
бер-кандидатов ℰcand, позволяет существенно 
уменьшить алгоритмическую сложность ме-
тода: 

1) асимптотика числа ребер составляет 
𝒪ሺ𝑉∗ሻ для триангуляции Делоне и 𝒪ሺ𝑘𝑉∗ሻ 
для k ближайших соседей, то есть можно 
считать, что мощность ℰcand линейно зависит 
от числа вершин динамического графа: 
|ℰcand| ൌ 𝑐𝑉∗, где 𝑐 – некоторая константа; 

2) сложность получения триангуляции 
Делоне, а также получения ближайших сосе-
дей (с использованием иерархического дере-
ва R-tree или KD-tree [26]) составляет 
𝒪ሺ𝑉∗ log𝑉∗ሻ для обоих алгоритмов; 

3) для каждого момента 𝑡௜ ребра ℰcand ва-
лидируются только относительно текущего 
числа полигонов 𝑃, что соответствует асимп-
тотике 𝒪ሺ|ℰcand|𝑃ሻ ൌ 𝒪ሺ𝑉∗𝑃ሻ; таким образом, 
сложность построения графа и валидации для 
всех моментов 𝑁 линейна от числа вершин и 
составляет 𝒪ሺ𝑉∗𝑃𝑁ሻ; 

4) после построения динамического гра-
фа во время непосредственной работы алго-
ритма необходимо получить пересечение 
𝑤 ൅ 1 множеств ⋂ ℰሺ௜ሻ௜ା௪

௜  с приблизительной 
асимптотикой 𝒪ሺ𝑤|ℰcand|ሻ, а также приме-
нить алгоритм Дейкстры, сложность которого 
составит 𝒪ሺ|ℰcand|  ൅  𝑉∗ log𝑉∗ሻ; сложность 
для 𝑁 шагов составит 𝒪ሺሺ𝑤𝑐𝑉∗ ൅
𝑉∗ log𝑉∗ሻ𝑁ሻ; 

5) таким образом, предрасчет динамиче-
ского графа переносит вычислительно слож-
ные процедуры на этап предобработки дан-
ных, значительно ускоряя работу метода при 
непосредственном выполнении обхода грозы; 
общая сложность предлагаемого метода ста-
новится практически линейной от 𝑉∗ и со-
ставляет 𝒪ሺ𝑉∗𝑃𝑁 ൅ ሺ𝑤𝑉∗ ൅ 𝑉∗ log𝑉∗ሻ𝑁ሻ. 

Оптимизация предложенного метода (ал-
горитм 3) предполагает построение дополни-
тельного графа видимости с 𝑟 вершинами 
(𝑟 ≪ 𝑉∗), полученными как поворотные 
пункты неоптимизированного маршрута об-
хода, и 𝒪ሺ𝑟ଶሻ ребрами, валидация которых не 
требует дополнительных вычислительных 
затрат, так как уже была осуществлена на 
этапе построения динамического графа. Уве-
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личение алгоритмической сложности опти-
мизированной версии метода происходит 
только за счет нахождения кратчайшего пути 
на новом небольшом графе видимости и со-
ставляет 𝒪ሺ𝑟ଶሻ. 

Проведенные статистические тесты сви-
детельствуют о том, что не существует стати-
стически значимой разницы средних распре-
делений длин маршрутов для базового мето-
да и для метода, основанного на применении 
динамического графа с оптимизацией, то есть 
предложенный в настоящей работе метод 
позволяет перейти от базового алгоритма 
с кубической асимптотикой от размера окна 𝑤 
и квадратичной от среднего числа вершин 𝑉 
к методу, полностью независящему от 𝑤 и 
зависящему от числа вершин динамического 
графа как 𝒪ሺ𝑉∗ log𝑉∗ሻ. 

Таким образом, основные преимущества 
предлагаемого метода заключаются в следу-
ющем. 

1. Динамический граф строится один раз 
на этапе предобработки данных, после чего 
переиспользуется на каждом шаге алгоритма, 
значительно снижая вычислительную слож-
ность нахождения маршрута обхода динами-
чески изменяющейся зоны грозы. 

2. Использование для нахождения крат-
чайшего маршрута на динамическом графе не 
всех возможных ребер, но подмножества ре-
бер-кандидатов ℰcand позволяет перейти от 
сложности алгоритма Дейкстры 𝒪ሺ𝑉ଶ ൅
൅𝑉 log𝑉ሻ к асимптотике 𝒪(𝑉∗ ൅ 𝑉∗ log𝑉∗ሻ, 
что также значительно упрощает вычисления 
и способствует уменьшению времени, затра-
чиваемого на нахождение маршрута обхода 
на очередном шаге алгоритма. 

3. Кроме того, подход, описанный в ал-
горитме 3, предоставляет возможность ис-
пользовать один и тот же динамический граф 
независимо от выбранного размера окна 𝑤, 
что позволяет запускать его в реальных усло-
виях полета для нескольких 𝑤 параллельно и 
выбирать маршрут с наилучшим значением 
коэффициента Δ𝑆/Δ𝐿 (рис. 6). 

Для еще более рационального использо-
вания вычислительных ресурсов при практи-
ческой реализации алгоритма 3 авторами 

предлагается рассмотреть следующие воз-
можности оптимизации метода. 

1. Использование пространственной ин-
дексации по ребрам препятствий (например, 
с помощью иерархических деревьев R-tree) 
позволяет уменьшить асимптотику валида-
ции ребер от 𝒪ሺ|ℰcand|𝑃ሻ до 𝒪ሺ|ℰcand|log𝑃ሻ, на 
порядки снижая практическое время нахож-
дения маршрута обхода. R-tree-подобные 
структуры используют минимальные ограни-
чивающие прямоугольники и позволяют 
быстро отбрасывать препятствия, гарантиро-
ванно не пересекающиеся с проверяемым 
ребром [27]. 

2. Кроме того, валидация каждого из ре-
бер для каждого момента 𝑡௜ может выпол-
няться в произвольном порядке, независимо 
от остальных валидаций, – это позволяет вы-
полнять ее параллельно на 𝐾 ядрах, умень-
шая, таким образом, общее время валидации 
в 𝐾 раз. 

3. Валидность ребер ℰcand для каждого 
рассматриваемого 𝑡௜ можно хранить как би-
товую маску – битсет (BitSet) [28]: множе-
ство валидных ребер ℰሺ௜ሻ превращается в 
битсет ℬሺ௜ሻ длины |ℰcand|, каждый j-й элемент 
которого является единицей, если ребро ва-
лидно, либо нулем в противном случае: 
 

 ℬሺ௜ሻሾ𝑗ሿ ൌ ቊ
1,    если ℰcandሾ𝑗ሿ ∈ ℰሺ௜ሻ;
0,    если ℰcandሾ𝑗ሿ ∉ ℰሺ௜ሻ.

 (15) 

 
Пересечение ребер ⋂ ℰሺ௜ሻ௜ା௪

௜ , таким обра-
зом, сводится к побитовому пересечению 
⋂ ℬሺ௜ሻ௜ା௪

௜  и позволяет перейти от зависящей 
от размера окна асимптотики 𝒪ሺ𝑤|ℰcand|ሻ к 
сложности 𝒪ሺ|ℰcand|/𝑝ሻ, где 𝑝 – длина ма-
шинных слов, в виде которых хранится бит-
сет (обычно 𝑝 ൌ 64). 

4. Еще большей оптимизации данного 
шага можно добиться, если для момента 𝑡௜ не 
считать пересечение битсетов ⋂ ℬሺ௜ሻ௜ା௪

௜  зано-
во, а использовать предварительно закеширо-
ванное пересечение ℬ௖௔௖௛௘

ሺ௜ିଵሻ ൌ ⋂ ℬሺ௜ሻ௜ା௪ିଵ
௜  и 

получить множество валидных ребер для те-
кущего временного окна за единственную 
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операцию пересечения как ⋂ ℬሺ௜ሻ௜ା௪
௜ ൌ 

ൌ ℬ௖௔௖௛௘
ሺ௜ሻ ⋂ ℬሺ௜ା௪ሻ. 

5. Помимо классического алгоритма 
Дейкстры, для нахождения кратчайшего 
маршрута на полученном взвешенном дина-
мическом графе может быть использован лю-
бой другой алгоритм с лучшей асимптоти-
кой [29]. 

Сравнивая предлагаемый в настоящей ра-
боте метод определения маршрута обхода 
грозы на динамическом графе с другими, в 
том числе эвристическими, методами, такими 
как, например, быстрорастущие случайные 
деревья (Rapidly-exploring random trees) [30], 
вероятностные «дорожные карты» 
(Probabilistic roadmaps) [31], стохастические 
методы [32], можно выделить следующие его 
достоинства. 

1. Относительная простота и высокая 
скорость вычислений после первичного по-
строения динамического графа. 

2. Простота масштабирования и парал-
лельного применения. 

3. Возможность применения в ситуациях 
с множеством препятствий сложных форм и 
конфигураций. 

4. Детерминированность и воспроизво-
димость при одних и тех же начальных усло-
виях. 

Однако важное допущение, лежащее в ос-
нове применения метода определения марш-
рута обхода грозы на динамическом графе, 
заключается в принятии прогноза множества 
грозовых очагов ሼ𝒯ሺ௜ሻሽ௜ୀଵ

ே  как совершенно 
достоверного, хотя на самом деле он носит не 
абсолютный, но вероятностный характер. 

Перспективным направлением развития 
предложенного метода является учет вероят-
ностного характера наукастинга грозы [33], 
что можно реализовать, например, за счет ва-
лидации ребер по ансамблю прогнозов с за-
данной вероятностью. Кроме того, важный 
шаг по усовершенствованию предлагаемого 
метода определения маршрута обхода заклю-
чается в обеспечении постобработки полу-
ченного с помощью алгоритма 3 маршрута, 
которая может позволить сгладить его, ис-
ключив лишние маневры, а также обеспечив 

проверку «комфортности» маршрута и его 
соответствия аэродинамическим ограничени-
ям ВС. 

В контексте применения метода опреде-
ления оптимального маршрута обхода дина-
мически изменяющейся зоны грозы в районе 
аэродромов и аэроузлов существенным фак-
тором являются ограничения структуры воз-
душного пространства, включая запретные, 
опасные зоны, зоны ограничения полетов, а 
также временные ограничения (NOTAM). 
Учет таких зон может быть интегрирован в 
алгоритм аналогично процедуре обхода зон 
грозовой деятельности: для этого требуется 
добавление в навигационную систему акту-
альных границ зон ограничений в виде гео-
метрических препятствий и валидация ребер 
динамического графа на отсутствие пересе-
чений с указанными ограничениями. 

Отметим также, что предлагаемый метод 
не исключает обязательного управления воз-
душным движением со стороны диспетчера 
обслуживания воздушного движения (ОВД): 
предполагается, что экипаж будет согласовы-
вать рассчитанный маршрут обхода с орга-
нами ОВД как при полете по маршруту, так и 
при маневрировании в пределах района аэро-
дрома (аэроузла). В перспективе при реали-
зации функций автоматизированного обхода 
гроз процесс согласования может быть ча-
стично или полностью автоматизирован, в 
том числе за счет адаптации алгоритма для 
учета окружающих ВС и кооперативного об-
хода грозовой зоны несколькими бортами, 
выполняющими полет в общей области от-
ветственности. Такой подход обладает высо-
ким практическим потенциалом для районов 
с интенсивным трафиком, однако приводит к 
существенному усложнению задачи, по-
скольку требует совместной оптимизации 
траекторий, разрешения конфликтов между 
ВС и учета ограничений ОВД в реальном 
времени, что делает задачу значительно бо-
лее вычислительно емкой и методологически 
трудоемкой, чем обход препятствия единич-
ным ВС. 
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Выводы 
 

Таким образом, в настоящей работе пред-
ложен и реализован метод определения мар-
шрута обхода изменяющейся во времени зо-
ны грозового фронта, основанный на созда-
нии динамического графа и нахождении крат-
чайшего пути на нем. 

1. Математически формализована задача 
нахождения оптимального маршрута дина-
мически изменяющейся зоны грозы, основ-
ные требования к маршруту обхода сформу-
лированы в виде задачи условной оптимиза-
ции (7)–(11). 

2. Разработан метод построения динами-
ческого графа с фиксированным множеством 
вершин и временно изменяющимся множе-
ством ребер, в котором вершины формиру-
ются на основе кластеризации границ вогну-
тых оболочек для всех временных шагов, а 
ребра определяются как объединение мно-
жеств, полученных по триангуляции Делоне 
и по алгоритму ближайших соседей (𝑘NN) с 
последующей валидацией по радиолокацион-
ным данным. Такой подход позволил суще-
ственно снизить вычислительную сложность 
по сравнению с пересозданием графа на каж-
дом шаге и обеспечить устойчивость графа 
при изменении временного окна. 

3. Предложен метод оптимизации марш-
рута обхода, основанный на построении 
вспомогательного графа видимости, позво-
ляющий устранить избыточные звенья марш-
рута без потери корректности обхода. Опти-
мизированный метод демонстрирует наилуч-
шие результаты как по длине маршрута, так и 
по доле успешных обходов. 

4. Проведенный статистический анализ 
подтвердил: 1) отсутствие статистически зна-
чимых различий между базовым методом и 
методом, основанным на динамическом гра-
фе с оптимизацией (𝑝 ൐ 0,1), что указывает 
на сопоставимую эффективность при мень-
шей вычислительной нагрузке; 2) статисти-
чески значимое сокращение длины маршрута 
при оптимизации динамического графа отно-
сительно неоптимизированного варианта 
(𝑝 ൏ 0,006). 

5. Предложен метод выбора оптимально-
го размера окна прогнозирования, позволяю-
щий в реальном времени адаптировать пара-
метры планирования маршрута в зависимо-
сти от динамики грозовой активности, обес-
печивая баланс между устойчивостью марш-
рута и его длиной, а также предотвращая 
преждевременное объединение грозовых яче-
ек в оболочки. 

6. Практическая значимость работы за-
ключается в том, что разработанный метод 
может быть интегрирован в состав интеллек-
туальной адаптивной системы поддержки 
принятия решений при обходе грозовой дея-
тельности [34], способной: 1) учитывать про-
гноз развития конвективных процессов в ре-
жиме реального времени; 2) предлагать пило-
ту безопасные и экономичные маршруты об-
хода в соответствии с концепцией TBO, 
обеспечивая, таким образом, повышение си-
туационной осведомленности членов летного 
экипажа ВС. 

Предложенный метод обеспечивает осно-
ву для построения интеллектуальных навига-
ционных решений, объединяющих динамиче-
ское прогнозирование грозовой активности, 
адаптивное планирование маршрута и авто-
матизированную поддержку принятия эки-
пажами ВС решений в условиях быстро ме-
няющейся метеорологической обстановки. 
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