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Аннотация: В связи с широким использованием композиционных материалов в конструкциях лопастей несущего винта 
(ЛНВ) вертолетов необходимо уделять особое внимание контролю получаемых жесткостных характеристик на всех 
этапах их разработки и эксплуатации. Известные экспериментальные методы контроля имеют присущие им ограничения 
и могут быть использованы только на поздних этапах разработки лопастей, а также на этапе их серийного производства. 
В настоящей работе предлагаются методики определения жесткостных характеристик композитной лопасти по 
результатам вычислительного эксперимента, выполняемого на базе метода конечных элементов в подмодуле 
MSC.Laminate Modeler вычислительного комплекса MSC.Patran/Nastran, и численной обработки полученных деформаций 
модельной лопасти, пригодные для использования также и на этапах проектирования и отработки конструкции ЛНВ. 
Численная обработка результатов выполняется по соотношениям, полученным в результате перехода от исходных 
уравнений изгиба и кручения консольно закрепленной балки переменного сечения, моделирующей лопасть, к их 
дискретной матричной записи. Для чего по длине лопасти выбираются расчетные сечения, количество и расположение 
которых зависит от особенностей ее конструкции. При этом значения старших производных (кривизны и относительного 
угла закручивания), входящих в указанные уравнения, вычисляются по формулам, представляющим их разностные 
аппроксимации. Предложенные методики апробированы на конечно-элементной модели ЛНВ вертолета типа Ми-34. 
Получены оценки качества совпадения расчетных и экспериментальных жесткостных характеристик.  
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Abstract: Due to the widespread use of composite materials in the designs of helicopter main rotor blades (MRB), special attention 
should be paid to monitoring the obtained stiffness characteristics at all stages of their development and operation. The available 
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experimental control methods have inherent limitations and can only be used at the late stages of blade development, as well as at 
the stage of mass production. This paper proposes the methods for determining the stiffness properties of a composite blade based 
on the results of a computational experiment, performed on the basis of the finite element method (FEM) in the MSC.Laminate 
Modeler submodule of the MSC.Patran/Nastran computing complex and numerical processing of the obtained deformations of the 
model blade suitable for use also during the design and development stages of the MRB. Numerical processing of the results is 
performed according to the ratios obtained as a result of the transition from the initial equations of bending and torsion of a 
cantilevered beam of variable cross-section, modeling the blade to their discrete matrix notation. For this purpose, the calculated 
sections are selected based on the blade length, the number and location of which depend on the features of its design. In this case, 
the values of the higher derivatives (curvature and relative twist angle) included in the specified equations are calculated by 
formulas representing their difference approximations. The proposed methods have been tested on the FEM MRB of the Mil-34 
(NATO reporting name: Hermit) helicopter. The estimates of the quality of the coincidence of the calculated and experimental 
stiffness properties are obtained. 
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For citation: Kargaev, M.V., Solodilov, I.S. (2026). Methods for determining the stiffness properties of a helicopter main rotor 
blade based on computational experiments. Civil Aviation High Technologies, vol. 29, no. 1, pp. 84–96. DOI: 10.26467/2079-
0619-2026-29-1-84-96 
 
Введение 
 

В конструкциях современных лопастей не-
сущего винта вертолета [1] широко применя-
ются композиционные материалы, благодаря 
чему удается достигать их больших ресурсов и 
сроков службы в сравнении с металлическими 
лопастями. Известно, что для изделий из ком-
позиционных материалов необходим особый 
контроль стабильности массово-жесткостных и 
прочностных характеристик. В особенности 
это важно для лопастей, являющихся особо от-
ветственными агрегатами, разрушение которых 
в полете с большой вероятностью приводит к 
катастрофе [2]. Контроль за жесткостными ха-
рактеристиками лопастей, а именно изгибными 
в плоскостях наименьшей и наибольшей жест-
кости, а также на кручение, необходимо вы-
полнять на этапах их разработки, производства 
и эксплуатации. 

При проектировании лопастей их жесткост-
ные характеристики используются при [3–5] 
построении резонансных диаграмм; расчете 
напряжений и деформаций лопасти и агрега-
тов несущей системы на земле и в полете, а 
также при оценке их ресурса; анализе границ 
отстройки от различных видов неустойчиво-
сти типа флаттер, дивергенция и земной ре-
зонанс. На этапе серийного производства 
вертолета важность контроля массово-
жесткостых характеристик лопасти главным 
образом обусловлена их влиянием на уровень 
нагрузок, действующих на лопасти и агрега-

ты несущей системы на земле и в полете, от 
величин которых зависит их ресурс. 

Экспериментальное определение жест-
костных характеристик лопасти не может 
быть выполнено непосредственными измере-
ниями и традиционно осуществляется с ис-
пользованием кривизномера и дифференци-
ального угломера [6, 7]. Указанные средства 
и методики определения жесткостных харак-
теристик лопасти имеют присущие им по-
грешности [8]. Точность определения жест-
костных характеристик значительно зависит 
от расстояний между опорами кривизномера 
и дифференциального угломера, величины 
которых определяют характерный размер 
участка лопасти, на котором находится его 
средняя жесткость. Так, на участках лопасти 
с резко меняющимися характеристиками, на-
пример в комлевой части лопасти, погрешно-
сти значительны. При этом на точности опре-
деления жесткостных характеристик могут 
сказываться и небольшие деформации рас-
сматриваемого участка лопасти, полученные 
в результате нагружения при относительно 
малом значении прикладываемой нагрузки, 
ограничиваемой соображениями прочности 
конструкции. 

Указанные недостатки натурных испыта-
ний могут быть частично нивелированы при 
имитации процедуры нагружения лопасти в 
численном эксперименте. Обзор и анализ 
применяемых методов численного определе-
ния жесткостных характеристик авиацион-
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ных конструкций приведен в работе [9]. 
Представляется перспективным подход опре-
деления жесткостных характеристик, соче-
тающий использование метода конечных 
элементов (МКЭ) [10–12] и искусственных 
нейронных сетей [13–15]. 

В настоящей работе предлагаются мето-
дики определения жесткостных характери-
стик композитной лопасти по результатам 
вычислительного эксперимента, выполняемо-
го на базе МКЭ в подмодуле MSC.Laminate 
Modeler вычислительного комплекса 
MSC.Patran/Nastran [16], и численной обра-
ботки полученных деформаций модельной 
лопасти. Численная обработка результатов 
выполняется по соотношениям, полученным 
в результате перехода от исходных уравне-
ний изгиба и кручения консольно закреплен-
ной балки переменного сечения, моделиру-
ющих лопасть, к их дискретной матричной 

записи. С такой целью по длине лопасти вы-
бираются расчетные сечения, количество и 
расположение которых зависит от особенно-
стей ее конструкции. При этом значения 
старших производных (кривизны и относи-
тельного угла закручивания), входящих в 
указанные уравнения, вычисляются по фор-
мулам, представляющим их разностные ап-
проксимации [17]. 
 
Выражения для определения 
жесткостных характеристик 
лопасти 
 

Будем моделировать ЛНВ в виде балки 
переменного сечения. Тогда дифференциаль-
ные уравнения изгиба лопасти в плоскостях 
наименьшей и наибольшей жесткости имеют 
вид соответственно [9, 18] 
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Здесь xEI  – жесткостная характеристика ло-
пасти в плоскости наименьшей жесткости; 

yEI  – жесткостная характеристика лопасти в 
плоскости наибольшей жесткости; yP  – со-
средоточенная на конце лопасти перерезыва-
ющая сила, действующая в плоскости 
наименьшей жесткости; xP  – сосредоточенная 
на конце лопасти перерезывающая сила, дей-
ствующая в плоскости наибольшей жестко-

сти; y  – перемещения сечений лопасти в 
плоскости наименьшей жесткости; x  – пере-
мещения сечений лопасти в плоскости 
наибольшей жесткости; z  – продольная ко-
ордината лопасти; lz  – продольная координа-
та концевого сечения лопасти. 

Граничные условия для уравнений (1), 
моделирующих лопасть консольно жестко 
закрепленную в комле, имеют вид 
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В (1) введем обозначения для кривизн ло-

пасти в плоскостях наименьшей и наиболь-
шей жесткости соответственно: 
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Тогда с учетом (2) уравнения (1) примут 

вид 
 

    ; .x y y l y x x lEI k P z z EI k P z z        (3) 
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Представим уравнения (3) в матричном 
виде [9], для чего разобьем лопасть на n рас-
четных сечений, равномерно (с равным ша-
гом друг от друга) расположенных по длине 
лопасти, после чего получим 

 
         ; .z z

x y y y x xEI k P EI k P      (4) 
 
В уравнениях (4) обозначено:  xEI и 

yEI    – диагональные матрицы значений 

,x iEI и ,y iEI  в расчетных сечениях 1, ..., i n ; 

 yk  и  xk  – столбцы кривизн (2) в расчет-
ных сечениях 1, ..., i n ;  z

yP  и  z
xP  – 

столбцы изгибающих моментов со значения-
ми  y l iP z z   и  x l iP z z   в расчетных се-
чениях 1, ..., i n . 

Решив прямую задачу для уравнений (4), 
получим 

 

          11 ; .z z
y x y x y xk EI P k EI P

        (5) 
 
Для определения значений элементов диа-

гональных матриц (4) по известным из числен-
ного эксперимента координатам лопасти под 

действием сосредоточенных сил yP и xP , вы-
полним замену левых частей уравнений (4) эк-
вивалентными произведениями [9], а именно: 

 
          ; .x y y x y x x yEI k k EI EI k k EI         (6) 

 
В уравнениях (6) обозначено:  xEI и 

 yEI  – столбцы значений ,x iEI и ,y iEI  в рас-

четных сечениях 1, ..., i n ; yk    и  xk  – 
диагональные матрицы значений кривизн (2) 
в расчетных сечениях 1, ..., i n . 

Тогда аналогично выражениям (5), учиты-
вая (6), получим 
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Элементы обратных матриц 

1

yk


    и   1
xk 

имеют значения ,1/ y ik  и ,1/ x ik  ( 1, ..., i n )  
соответственно. При этом значения ,y ik  и ,x ik  
удобно вычислять, заменив кривизны (2) их 
центральными разностными аппроксимация-
ми [17]: 
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В выражениях (8) перемещения в расчет-

ных сечениях определяются из разностей ко-
ординат контрольных точек, расположенных 
вдоль оси лопасти, в нагруженном и нена-
груженном состояниях (в индексах обозначе-
но «н» и «бн» соответственно): н бн

i i iy y y  , 
н бн

i i ix x x  , н
i iz z , 1..i n . 

Дифференциальное уравнение закручива-
ния моделируемой лопасти имеет вид [9, 19] 

 

   .крGI      (9) 
 

Здесь крGI  – жесткостная характеристика ло-
пасти на кручение;   – угол закручивания 
сечений лопасти;   – погонный крутящий 
момент. 

Граничные условия для уравнения (9), 
моделирующего лопасть, консольно жестко 
закрепленную в комле, имеют вид 

 
  0 0 ,

l
z кр крz z

и GI M 
    

 
где крM  – сосредоточенный крутящий мо-
мент на конце лопасти. 
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Проинтегрируем уравнение (9) по длине 
лопасти с учетом граничных условий (11), 
тогда получим 

 
 .кр крGI M    (10) 

 
Представим уравнение (10) в матричном 

виде так же, как и в случае с уравнениями 
изгиба, разбив лопасть на n расчетных сече-
ний, после чего получим 

 
     ,кр крGI M e      

 
где крGI    – диагональная матрица значений 

,кр iGI  в расчетных сечениях 1, ..., i n ;    – 
столбец относительных углов закручивания 
сечений лопасти;  e  – столбец единиц раз-
мерности n. 

Аналогично равенствам (6), представив 
относительные углы закручивания в виде 
диагональной матрицы, а жесткости на кру-
чение в виде вектора-столбца, получим 

 
     .кр крGI M e   

 
Тогда вектор искомых жесткостных ха-

рактеристик на кручение определяется выра-
жением 

 
      1 .кр крGI M e   (11) 

 
Элементы обратной матрицы   1  имеют 

значения 1/ i , 1, ..., i n . При этом значения 

iпредлагается вычислять, заменив цен-
тральной разностной аппроксимацией [17]: 
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Значения i  удобно вычислять, используя 

выражение для скалярного произведения, за-
писанного для векторов образованных коор-
динатами точек «нуля» и «конца» хорд сече-
ний лопасти (в индексах обозначено «нх» и 

«кх» соответственно) в ненагруженном 
     , ,, ,нх кх нх кх

i x i y i i i i ia a a x x y y     и нагру-

женном      , ,, ,нх кх нх кх
i x i y i i i i ib b b x x y y     

крутящим моментом состояниях, полагая 
нх кх

i i iz z z  , 1..i n :  
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Описание КЭМ лопасти 
 

Для выполнения вычислительных экспе-
риментов была разработана крупномасштаб-
ная конечно-элементная модель (КЭМ) ком-
позитной ЛНВ вертолета типа Ми-34 в под-
модуле MSC.Laminate Modeler вычислитель-
ного комплекса MSC.Patran/Nastran с послой-
ным моделированием пакетов композицион-
ных элементов конструкции, включая зада-
ние их механических характеристик, с обес-
печением подобия по геометрическим и мас-
сово-инерционным характеристикам. Подмо-
дуль MSC.Laminate Modeler позволяет ими-
тировать выкладку слоев на поверхностях 
разной кривизны, используя при этом раз-
личные алгоритмы локального и глобального 
перераспределения.  

Схема построения моделей LM-пакетов 
из композиционных материалов представлена 
на рис. 1 и состоит из следующих этапов со-
здания: 

– модели однородных, преимущественно 
ортотропных материалов; 

– LM-материалов, содержащих ссылки на 
созданный однородный материал, толщину 
слоя, алгоритм локальной драпировки и пре-
дельную деформацию сдвига в процессе дра-
пировки; 

– LM-слоев, содержащих ссылки на вы-
бранные LM-материалы и направление вы-
кладки; 

– LM-пакетов, содержащих информацию 
о последовательностях укладки LM-слоев. 

КЭМ ЛНВ построена с применением сле-
дующих типов конечных элементов: четы-
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рехузловых прямоугольных (Quad) и трех-
узловых (Tri) элементов типа Shell для тонко-
стенных конструкционных элементов (лон-
жерон, обшивки, нервюры, оковки и др.); 
восьмиузловых элементов-параллелепипедов 
(Hex), шестиузловых (Wed) и четырехузло-
вых элементов-тетраэдров (Tet) типа Solid 
для трехмерных конструкционных элементов 
(панопластовый заполнитель, кронштейн, 
противофлаттерный груз); одноузловых то-
чечных элементов типа Point для задания 
масс балансировочных грузов. При этом для 
учета обводов теоретической поверхности 
лопасти при разработке КЭМ толщины паке-
тов Shell-элементов откладывались внутрь 
относительно элементов сетки. В комлевой 
части пакеты лонжерона лопасти по верхней 
и нижней поверхностям сформированы из 
75 монослоев (с учетом пакетов усиления), 
задняя стенка лонжерона включает 9 моно-
слоев. Далее по мере удаления от комлевой 
части количество монослоев в пакетах изме-
няется в соответствии с рис. 2 и на конце ло-
пасти составляет 5 монослоев. 

Система координат, применяемая при мо-
делировании, выбрана следующим образом: 

начало координат О расположено на верхней 
поверхности комлевой части лопасти между 
проушинами; ось Z направлена вдоль оси ло-
пасти; ось Y направлена вверх; ось X образует 
правую тройку векторов с Y и Z. Распределе-
ние толщин по длине КЭМ ЛНВ и применяе-
мая система координат представлены на 
рис. 2. 
 
Методики выполнения 
вычислительных экспериментов 
 

Перед началом вычислительных экспери-
ментов по определению жесткостных харак-
теристик ЛНВ определяется положение ли-
нии ее центров жесткости, например по ме-
тодике [7]. Под центром жесткости сечения 
понимается точка, при приложении к которой 
поперечной силы не происходит поворота 
этого сечения относительно оси жесткости. 
В общем случае линия жесткости может со-
стоять из нескольких участков прямых линий 
с одним или несколькими изломами. 

Для определения жесткостной характери-
стики лопасти на кручение по результатам 

 
Рис. 1. Схема построения моделей LM-пакетов из композиционных материалов 

Fig. 1. The scheme of building LM-packeges models from composite materials 
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вычислительного эксперимента, выполняемо-
го на базе МКЭ, предлагается следующая по-
следовательность операций. 

1. Модель ЛНВ фиксируется через сты-
ковочные проушины, расположенные в ком-
ле лопасти, – условия закрепления соответ-
ствуют жесткой заделке. 

2. Выбираются контрольные точки на 
модели ЛНВ и определяются их координаты 
 , ,нх нх нх

i i ix y z  и  , ,кх кх кх
i i ix y z  («нуль» и «ко-

нец» хорд сечений) в ненагруженном состо-
янии лопасти, 1, ..., i n . 

3. К модели ЛНВ в концевом сечении со 
стороны законцовки прикладывается пара 
сил, создающая крутящий момент относи-
тельно оси жесткости в направлении часовой 
стрелки при виде на лопасть от комля к за-
концовке. Собственная масса лопасти не 
учитывается. 

4. Определяются координаты контрольных 
точек ЛНВ под действием нагрузки пункта 3. 

5. Определяются дискретные значения 
жесткостной характеристики ЛНВ по фор-
мулам (11–13). 

Для определения изгибных жесткостных 
характеристик ЛНВ в плоскостях наимень-

шей и наибольшей жесткости по результатам 
вычислительного эксперимента, выполняе-
мого на базе МКЭ, предлагается приведен-
ная последовательность операций. 

1. Модель ЛНВ фиксируется через сты-
ковочные проушины, расположенные в ком-
ле лопасти, – условия закрепления соответ-
ствуют жесткой заделке. 

2. Выбираются контрольные точки на 
модели ЛНВ, расположенные вдоль оси ло-
пасти, и определяются их координаты 
 ,бн бн

i ix y  в ненагруженном состоянии лопа-
сти, 1, ..., i n . 

3. К модели ЛНВ в концевом сечении со 
стороны законцовки прикладывается перере-
зывающая сила в плоскости наимень-
шей/наибольшей жесткости. Собственная 
масса лопасти не учитывается. 

4. Определяются координаты контрольных 
точек ЛНВ  , ,н н н

i i ix y z  под действием нагруз-
ки пункта 3. 

5. Определяются дискретные значения 
жесткостных характеристик ЛНВ по формулам 
(8)–(9). 

 

 
 

Рис. 2. Распределение толщин по длине КЭМ ЛНВ с выбранной системой координат 
Fig. 2. Distribution of thicknesses along the length of the FEM MRB with the selected frame of references 
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Результаты вычислительных 
экспериментов 
 

Перед проведением вычислительных экс-
периментов по определению жесткостных 
характеристик ЛНВ вертолета типа Ми-34 
выполнялась валидация КЭМ путем сравне-
ния расчетных и экспериментальных пере-
мещений лопасти в плоскости наименьшей 
жесткости под действием распределенной 
массы лопасти и сосредоточенной силы, дей-
ствующей в соответствующей плоскости и 
приложенной в концевом сечении лопасти. 

Расчетные и экспериментальные распре-
деления перемещений ЛНВ по длине лопасти 
(в относительных величинах z ) приведены на 
рис. 3 (обозначения кривых в соответствии с 
табл. 1). Оценки качества совпадения расчет-
ных и экспериментальных перемещений, вы-
раженные значениями критериев качества 
подгонки [20] SSE, RMSE, R-square, приведе-
ны в табл. 1. 

Из анализа полученных (табл. 1) значений 
критериев SSE, RMSE, R-square для сравни-
ваемых перемещений ЛНВ следует хорошее 
совпадение их расчетных и эксперименталь-
ных значений. Что в свою очередь свидетель-

 
 

Рис. 3. Перемещения лопасти в плоскости наименьшей жесткости: 1, 3, 5 – расчет; 2, 4, 6 – эксперимент 
Fig. 3. Blade deflections in the plane of least stiffness: 1, 3, 5 – estimated; 2, 4, 6 – experimental 

 
 

Таблица 1
Table 1

Оценки качества совпадения расчетных и экспериментальных перемещений лопасти 
Quality estimates of the match between the calculated and experimental deflection of the blade 

 
Обозначения кривых 

на рисунке 2 
Нагружение в плоскости  

наименьшей жесткости ЛНВ SSE RMSE R-square 

1, 2 Собственная масса 0,000716 0,007726 0,991255 

2, 4 Собственная масса + 2 кг в концевом 
сечении ЛНВ 0,000222 0,004304 0,998654 

5, 6 Собственная масса + 5 кг в концевом 
сечении ЛНВ 0,001447 0,010980 0,995833 
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ствует о достаточном подобии КЭМ натур-
ной ЛНВ.   

Распределения нормированных (по мак-

симальным величинам) изгибных ( xEI  и 

yEI ) и крутильных крGI  жесткостных ха-
рактеристик по длине лопасти (в относитель-
ных величинах z ), полученных в экспери-
менте и рассчитанных по предлагаемым в 
настоящей статье методикам, представлены 
на рис. 4–6. Оценки качества совпадения рас-
четных и экспериментальных жесткостных 
характеристик, выраженные значениями кри-

териев качества подгонки [20] SSE, RMSE,  
R-square, приведены в табл. 2. 

Из анализа полученных (табл. 2) значений 
критериев SSE, RMSE, R-square для сравни-
ваемых жесткостных характеристик ЛНВ 
следует удовлетворительное совпадение их 
расчетных и экспериментальных значений. 
Это в совокупности главным образом обу-
словлено тем, что: 

1) КЭМ ЛНВ не полностью соответствует 
натурной ЛНВ. А также условия закрепления 
и приложения нагрузки для КЭМ ЛНВ не 
идентичны таковым, имевшим место для 
натурной ЛНВ; 

Таблица 2
Table 2

Оценки качества совпадения расчетных и экспериментальных жесткостных характеристик 
Quality estimates of the match between calculated and experimental stiffness properties 

 
Жесткостная характеристика SSE RMSE R-square 

EIx 1,627684 · 10−9 0,000013 0,731083 
EIy 1,804455 · 10−7 0,000134 0,717295 
GIкр 2,050299 · 10−9 0,000016 0,728205 

 
 

 
 

Рис. 4. Нормированные жесткостные характеристики лопасти в плоскости наименьшей жесткости:  
1 – расчет; 2 – эксперимент 

Fig. 4. The normalized stiffness properties of the blade in the plane of least stiffness:  
1 – estimated; 2 – experimental 
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2) кривизномер и дифференциальный уг-
ломер определяют средние значения соответ-
ствующих жесткостных характеристик на 

контролируемом участке ЛНВ, равном рас-
стоянию между их крайними опорами. В рас-
сматриваемых экспериментах это расстояние 

 
 

Рис. 5. Нормированные жесткостные характеристики лопасти в плоскости наибольшей жесткости:  
1 – расчет; 2 – эксперимент 

Fig. 5. The normalized stiffness characteristics of the blade in the plane of maximum stiffness:  
1 – estimated; 2 – experimental 

 
 

 
 

Рис. 6. Нормированные жесткостные характеристики лопасти на кручение:  
1 – расчет; 2 – эксперимент 

Fig. 6. The normalized torsional stiffness characteristics of the blade:  
1 – estimated; 2 – experimental 
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составляло 400 мм, а при расчете шаг разбие-
ния не превышал 10 мм. Результат такого 
осреднения заметно проявляется на участках 
лопасти с резко изменяющимися жесткост-
ными характеристиками, например на участ-
ке z от 0,7 до 0,9 на рис. 5; 

3) рассмотренные натурные ЛНВ верто-
лета типа Ми-34 имеют производственный 
допуск на разброс жесткостных характери-
стик в контрольных сечениях до 7 %. Поэто-
му принятые для валидации эксперименталь-
но полученные жесткостные характеристики 
могут отличаться от таковых, полученных 
для других натурных лопастей в указанном 
диапазоне. То есть статистически возможно 
экспериментально получить жесткостные ха-
рактеристики ЛНВ, имеющие лучшее сов-
падение с полученными расчетными значе-
ниями. 
 
Заключение 
 

В результате апробации на КЭМ ЛНВ 
вертолета типа Ми-34 предложенных мето-
дик определения жесткостных характеристик 
по результатам вычислительного экспери-
мента, выполняемого на базе МКЭ в подмо-
дуле MSC.Laminate Modeler вычислительного 
комплекса MSC.Patran/Nastran, и численной 
обработки полученных деформаций, получе-
ны удовлетворительные оценки качества сов-
падения расчетных и экспериментальных 
жесткостных характеристик. Предложенные 
методики могут быть рекомендованы для ис-
пользования на этапах проектирования и от-
работки конструкции ЛНВ. 
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