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Аннотация: В работе проведен анализ существующих подходов к моделированию, включая эмпирические, физико-
химические и статистические методы, а также методы машинного обучения. Рассмотрены преимущества и ограничения 
моделей Шеферда, Батлера – Фольмера, моделей на основе регрессионного анализа и LSTM-нейронных сетей. Отдельное 
внимание уделено перспективному методу математического прототипирования энергетических процессов (ММПЭП), 
позволяющему строить физически корректные модели, согласованные с фундаментальными законами термодинамики и 
электродинамики. На основе ММПЭП разработана новая модель динамики напряжения в литийионной аккумуляторной 
батарее (ЛИАБ), учитывающая процессы поляризации, изменения температуры и нелинейные эффекты. Предложенная в 
работе модель получается путем численно-аналитического преобразования уравнений динамики процессов в 
аккумуляторах, полученных методом математического прототипирования энергетических процессов. Проведен 
сравнительный анализ существующих подходов к моделированию и показаны преимущества предлагаемого метода 
ММПЭП. Приведен пример моделирования динамики физических и химических процессов в литийионном аккумуляторе 
с некоторыми ограничениями. Результаты исследования демонстрируют, что модели на основе ММПЭП обладают 
высокой точностью и универсальностью, что делает их применимыми для прогнозирования состояния заряда, 
диагностики отказов и разработки цифровых двойников. Приведенное в статье аналитическое выражение расширяет 
классическую модель Шеферда, обеспечивая описание сложных динамических процессов. Методологический потенциал 
ММПЭП подкрепляется возможностью интеграции с методами машинного обучения для уточнения параметров моделей. 
Перспективы дальнейших исследований включают расширение модели для учета деградации аккумуляторных батарей, 
разработку упрощенных моделей для систем диагностирования в режиме реального времени и внедрение гибридных 
подходов моделирования. 
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Abstract: The paper analyzes existing modeling approaches, including empirical, physicochemical and statistical methods, as well 
as machine learning methods. The advantages and limitations of models such as the Shepherd’s model, Butler-Volmer equation-
based models, regression analysis-based models, and Long Short-Term Memory (LSTM) neural networks are discussed. Special 
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attention is paid to a promising Method of Mathematical Prototyping of Energy Processes (MMPEP), this approach enables the 
construction of physically accurate models that conform with the fundamental laws of thermodynamics and electrodynamics. 
Based on MMPEP, a new voltage dynamics model has been developed specifically for lithium-ion aircraft batteries (LIABs), 
which take into account polarization processes, temperature changes and nonlinear effects. The model proposed in the paper is 
derived through numerical-analytical transformation of dynamic processes equations obtained by the method of mathematical 
prototyping of energy processes. A comparative analysis of existing modeling approaches is carried out and the advantages of the 
proposed MMPEP method are shown. An example of modeling the dynamics of physical and chemical processes in a lithium-ion 
battery with some limitations is presented. The research results demonstrate that the MMPEP-based models have high accuracy and 
versatility, which makes them applicable for charge state prediction, failure diagnostics, and digital twin development. The 
analytical expression presented in the paper expands the classical Shepherd’s model, providing a description of complex dynamic 
processes. The methodological potential of MMPEP is supported by the possibility of integration with machine learning methods to 
refine model parameters. Prospects for further research include extending the model to account for battery degradation, developing 
simplified models for real-time diagnostics systems, and introducing hybrid modeling approaches. 
 
Key words: lithium-ion batteries, modeling, mathematical prototyping method, electrochemical processes. 
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Введение 
 

Современная авиационная электроэнерге-
тика характеризуется активным внедрением  
литийионных аккумуляторных батарей (ЛИАБ), 
обладающих высокими удельными энергети-
ческими показателями [1, 2]. Однако эксплу-
атация ЛИАБ сопряжена с риском возникно-
вения аварийных режимов работы батарей, в 
частности теплового разгона [3, 4]. Для обес-
печения их безопасной эксплуатации необхо-
димо иметь адекватные математические моде-
ли, описывающие динамику напряжения акку-
муляторов в батарее при различных режимах 
ее работы. В настоящее время существует не-
сколько подходов к моделированию процес-
сов в литийионных аккумуляторах (ЛИА). 
Широкое распространение получила эмпири-
ческая модель Шеферда [5], которая связыва-
ет напряжение ЛИА с его состоянием заряда 
и током разряда. Более сложной является мо-
дель Батлера – Фольмера [6], учитывающая 
кинетику электрохимических реакций на 
электродах. В последние годы активно раз-
виваются подходы на основе машинного 
обучения [7, 8], позволяющие прогнозиро-
вать поведение ЛИА на основе статистиче-
ской обработки экспериментальных данных.  
Однако такие модели имеют ограниченную 
область применения и не всегда могут кор-
ректно описывать физико-химические про-
цессы в ЛИА [7, 9]. Перспективным видится 
применение метода математического прото-

типирования энергетических процессов 
(ММПЭП) [2, 9], который обеспечивает по-
строение моделей, согласованных с основ-
ными физическими законами, и учитывает 
особенности протекающих в ЛИА процессов. 
В данной работе проводится сравнительный 
анализ существующих подходов к моделиро-
ванию динамики напряжения ЛИАБ и пред-
лагается новая модель на основе ММПЭП. 
 
Эмпирические модели 
 

Эмпирические модели предназначены для 
описания мгновенных зависимостей, таких 
как напряжение, которое изменяется в зави-
симости от состояния заряда (SOC) и величи-
ны тока нагрузки. Примером такой модели 
является модель Шеферда, которая выражает 
напряжение аккумулятора через его состоя-
ние заряда и ток разряда. Эта модель счита-
ется одной из первых и наиболее известных 
эмпирических моделей, описывающих про-
цесс разряда аккумуляторов. Основой модели 
служит математическое уравнение, которое 
связывает напряжение аккумулятора с его 
состоянием заряда и параметрами разрядного 
тока. Как отмечено в исследованиях [10], 
среди трех основных моделей аккумулято-
ров – моделей Шеферда, Rint и Тевенина – 
модель Шеферда сочетает простоту парамет-
ризации с точностью прогноза при токах раз-
ряда до 6,67C. Параметры моделей Шеферда 
и Rint легко определяются, тогда как модель 



Научный Вестник МГТУ ГА Том 28, № 03, 2025
Civil Aviation High Technologies Vol. 28, No. 03, 2025
 

10 

Тевенина обеспечивает большую точность, 
но требует более сложной параметризации. 
Эта модель учитывает воздействие темпера-
туры, тока разряда и старения. Основное 
уравнение модели Шеферда можно записать 
следующим образом: 

 
 𝑈ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐸଴ െ 𝐾 ொ

ொିூ௧
െ 𝑅𝐼, 

 
где 𝑈ሺ𝑡ሻ – напряжение в момент времени t; 
𝐸଴ – начальное напряжение; 𝐾– константа, 
зависящая от типа аккумулятора; 𝑄 – общая 
зарядовая емкость аккумулятора; 𝐼 – ток раз-
ряда; 𝑡 – время разряда; 𝑅 – внутреннее со-
противление. 

Важным преимуществом модели Шефер-
да является ее практическая применимость в 
инженерных задачах. Согласно исследовани-
ям [3] модель успешно применяется в систе-
мах электромагнитного запуска, где токи раз-
ряда достигают 60C. В таких условиях мо-
дель точно описывает процесс разряда, что 
критически важно для управления системой и 
оценки ее эффективности. Модель также де-
монстрирует достаточную гибкость для опи-
сания различных электрохимических систем. 
Например, она была успешно адаптирована 
для описания характеристик магниевых хи-
мических источников тока, активируемых 
морской водой [11]. При этом основная 
структура модели сохраняется, требуя лишь 
корректировки параметров под конкретный 
тип аккумулятора. Тем не менее модель име-
ет серьезные ограничения при описании ре-
жимов разряда с высокими токами [3]. В та-
ких случаях необходимо учитывать нелиней-
ные эффекты, добавляя дополнительные со-
ставляющие в аналитическое выражение мо-
дели. Установлено, что стандартная модель 
не способна полноценно описывать поведе-
ние аккумулятора в условиях импульсного 
циклического разряда. 
 
Динамические модели 
 

Динамические модели учитывают вре-
менные изменения параметров, описывая 
процессы, происходящие внутри ЛИА при 

различных режимах работы. Примером ди-
намической модели может служить модель 
Батлера – Фольмера, которая описывает ки-
нетику электрохимических реакций на гра-
нице электродов и является более сложной по 
сравнению с моделью Шеферда. Она пред-
ставлена в следующем виде: 

 
𝑖 ൌ

𝑖଴ ∙ ቂ𝑒𝑥𝑝 ቀ
ఈഀ௡ி൫ாିா೐೜൯

ோ்
ቁ െ 𝑒𝑥𝑝 ቀെ

ఈబ௡ி൫ாିா೐೜൯

ோ்
ቁቃ, 

 
где 𝑖 – плотность тока; 𝑖଴ – плотность тока 
обмена; 𝛼ఈ и 𝛼଴ – коэффициенты переноса 
для анодного и катодного процессов; 𝑛 – 
число электронов, участвующих в электрод-
ной реакции; 𝐹 – постоянная Фарадея; 𝐸 – 
потенциал электрода; 𝐸௘௤ – равновесный по-
тенциал; 𝑅 – универсальная газовая постоян-
ная; 𝑇 – абсолютная температура. 

Развитие этой модели было выполнено 
Бардом и Фолкнером в 2001 году. Уравнение 
Батлера – Фольмера рассматривается в кон-
тексте электрохимической кинетики, где опи-
сывается зависимость плотности тока от пе-
ренапряжения и ее изменение при переходе 
от равновесного состояния к рабочему. Также 
учитывается влияние температуры на кине-
тику реакций [6]. Для литийионных аккуму-
ляторов модель может быть адаптирована с 
учетом особенностей электрохимических 
процессов, происходящих как в твердой, так 
и в жидкой фазах [4]. В этом случае плот-
ность обменного тока 𝑖଴ определяется как 
функция концентрации ионов лития в элек-
тролите (𝐶௘) и стехиометрии материала элек-
тродов (𝐶௘): 

 
 𝑖଴ ൌ 𝑘଴ሺ𝐶௘ሻఈ൫𝐶௦,௠௔௫ െ 𝐶௦൯

ఈ
ሺ𝐶௦ሻଵିఈ, 

 
где 𝑘଴ – константа скорости реакции; 𝐶௦,௠௔௫ – 
максимальная концентрация ионов лития в 
твердой фазе; 𝛼 – коэффициент переноса. 

Основным преимуществом модели Батле-
ра – Фольмера является ее теоретическая 
обоснованность для описания электрохими-
ческих процессов. Объединение этой модели 
с электрической моделью позволяет учиты-
вать кинетику электрохимических реакций 
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и улучшать прогнозы состояния энергии 
(SOE) под динамическими нагрузками [4]. 
Особенно эффективно модель проявляет себя 
при прогнозировании долговечности батарей, 
так как дает возможность учитывать фунда-
ментальные механизмы деградации элек-
тродных материалов. Однако модель имеет 
ряд существенных ограничений. Основная 
сложность заключается в параметризации 
модели – для корректного применения требу-
ется детальная калибровка на основе экспе-
риментальных данных, что существенно 
усложняет ее внедрение в практических си-
стемах. Кроме того, модель демонстрирует 
повышенную чувствительность к динамиче-
ским изменениям нагрузки, часто требуя вве-
дения дополнительных корректирующих 
элементов для точного описания поведения 
батареи при резких изменениях тока [4]. 
 
Статистические модели 
 

Статистические модели используют мето-
ды статистического анализа и машинного 
обучения для прогнозирования поведения 
аккумулятора на основе больших объемов 
данных. К ним можно отнести регрессионные 
модели и модели на основе машинного обу-
чения. Регрессионные модели устанавливают 
зависимости между параметрами аккумуля-
тора, такими как напряжение, температура и 
SOC, с помощью регрессионного анализа. 
Основное уравнение модели имеет следую-
щий вид: 

 
 𝑈ሺ𝑡ሻ ൌ 𝐸௢௖ሺ𝑆𝑂𝐶ሻ െ 𝐼ሺ𝑡ሻ𝑅௜௡௧ െ 𝑈௛௬௦௧ሺ𝑡ሻ, 

 
где 𝑈ሺ𝑡ሻ – напряжение на выводах батареи 
в момент времени t; 𝐸௢௖ሺ𝑆𝑂𝐶ሻ – открытое 
напряжение цепи, зависящее от состояния 
заряда; 𝐼ሺ𝑡ሻ – ток нагрузки в момент време-
ни t; 𝑅௜௡௧ – внутреннее сопротивление бата-
реи; 𝑈௛௬௦௧ – напряжение, обусловленное эф-
фектом гистерезиса. 

Эта модель позволяет более точно пред-
сказывать поведение ЛИАБ в различных ре-
жимах работы, учитывая динамические про-
цессы и нелинейные эффекты, такие как ги-

стерезис. Статистические регрессионные мо-
дели широко применяются для прогнозиро-
вания поведения ЛИА, включая оценку со-
стояния заряда (SOC), состояния здоровья 
(SOH) и оставшегося срока службы (RUL). 
Регрессионные модели основываются на 
установлении зависимостей между входными 
и выходными параметрами, что делает их от-
носительно простыми в реализации и интер-
претации. Они не требуют глубокого пони-
мания внутренних физико-химических про-
цессов в аккумуляторе, что упрощает их ис-
пользование [12]. Однако регрессионные мо-
дели часто предполагают линейные зависи-
мости между переменными, что может быть 
недостаточным для описания сложных нели-
нейных процессов, происходящих в ЛИА. 
Это приводит к снижению точности прогно-
зов в реальных условиях эксплуатации. Так-
же статистические модели могут не учиты-
вать процессы деградации и старения акку-
муляторов, что ограничивает их примени-
мость для долгосрочного прогнозирования 
состояния ЛИА. 
 
Модели на основе машинного 
обучения 
 

Применяют алгоритмы, такие как нейрон-
ные сети, для прогнозирования поведения 
аккумулятора, учитывая сложные нелиней-
ные зависимости. С развитием методов ма-
шинного обучения (ML) получили распро-
странение модели, использующие нейронные 
сети для предсказания состояния аккумуля-
торов. Как показали исследования, особенно 
эффективными оказались модели на основе 
LSTM-слоев (Long Short-Term Memory), ко-
торые способны учитывать долговременные 
зависимости в данных при оценке состояния 
работоспособности (State of Health, SOH) ак-
кумуляторов [8]. Основным преимуществом 
LSTM-моделей является их способность за-
хватывать временные зависимости в данных 
благодаря специальной архитектуре, включа-
ющей три типа «ворот» (gates): – входные во-
рота (inputgate) – ворота забывания (forget-
gate) – выходные ворота (outputgate) [13]. 
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Эта архитектура позволяет сети «запоми-
нать» важную информацию на длительное 
время и «забывать» несущественную, что 
особенно важно при анализе циклических 
процессов деградации аккумуляторов. 

Превосходные результаты для прогнозиро-
вания напряжения и состояния заряда (SOC) 
демонстрируют гибридные подходы, сочета-
ющие VARMA- и LSTM-модели [14]. 
VARMA (Vector Autoregressive Moving 
Average) является статистическим методом, 
который применяется для анализа и прогно-
зирования временных рядов. Он эффективно 
моделирует линейные зависимости в много-
мерных данных, что делает его полезным для 
задач прогнозирования напряжения и SOC в 
аккумуляторах. В сочетании с LSTM этот ме-
тод позволяет учитывать как нелинейные 
временные зависимости, так и линейные ав-
токорреляции, что значительно улучшает 
точность прогнозов. В частности, при ис-
пользовании для оценки SOH литиевых ак-
кумуляторов такие модели позволяют до-
стичь точности прогнозирования с ошибкой 
менее 2,22 % на тестовых данных [14]. 

Важным аспектом применения нейросете-
вых моделей является выбор входных пара-
метров. Было показано, что эффективными 
входными параметрами для литий-серных 
аккумуляторов, где разрядная характеристика 
обладает сложной формой, являются: напря-
жение на аккумуляторе; скорость изменения 
напряжения; количество прошедших циклов; 
температура (при необходимости) [15]. При 
этом использование адаптивных нейро-
нечетких систем вывода (ANFIS) позволяет 
достичь точности оценки состояния заряда 
более 95 % даже без учета температурных 
эффектов [15]. Таким образом, нейросетевые 
модели могут быть адаптированы к различ-
ным типам аккумуляторов и их химическим 
системам, так как позволяют гибко подстраи-
вать архитектуру и методы обучения. Однако 
у моделей машинного обучения есть и суще-
ственные ограничения. Как показано в работе 
Zhilong Yu [8], для достижения высокой точ-
ности требуются большие наборы качествен-
ных экспериментальных данных, включаю-
щих различные режимы работы аккумулято-

ра. При использовании LSTM-моделей с до-
статочным количеством слоев и нейронов 
время обучения может достигать нескольких 
часов даже на современном оборудовании. 
Кроме того, в отличие от физических моде-
лей нейронные сети работают по принципу 
черного ящика, что затрудняет анализ причин 
принятия тех или иных решений. 
 
Физико-химические модели 
 

Описывают внутренние процессы в акку-
муляторе на основе фундаментальных зако-
нов физики и химии. Физико-химические мо-
дели (нередко их называют механистически-
ми моделями) позволяют описать процессы, 
протекающие внутри аккумуляторов, опира-
ясь на фундаментальные законы электриче-
ства, массопереноса и электрохимии. В осно-
ве подобных моделей лежат уравнения диф-
фузии (Фика или Нернста – Планка), кинети-
ка реакций на электродах (уравнение Батле-
ра – Фольмера), а также уравнения, описы-
вающие потенциалы и поля внутри ячейки 
(уравнения Пуассона). Одной из наиболее 
известных физико-химических моделей для 
литийионных аккумуляторов является модель 
Дойла – Фуллера – Ньюмана [16], которая 
описывает диффузию лития в объеме частиц 
активного материала (электроды) и в элек-
тролите, а также кинетику электрохимиче-
ских реакций на границе раздела твердой и 
жидкой фаз. Модель рассматривает электрод 
как совокупность сферических частиц актив-
ного материала, в которых литий способен 
диффундировать. Параллельно учитывается 
перенос ионов лития и зарядов в электролите. 
Уравнения Пуассона и Нернста – Планка 
описывают распределение потенциала и кон-
центрации ионов внутри пористого электро-
да. При этом скорость перехода лития между 
твердой и жидкой фазами определяется урав-
нением Батлера – Фольмера. 

Преимуществом данной модели является 
то, что она учитывает процессы диффузии и 
кинетики в твердой и жидкой фазах, таким 
образом, она может использоваться для оцен-
ки динамического поведения, тепловых явле-
ний, а также механических напряжений 
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в электродах (при дополнительном расшире-
нии модели). Ее недостатком служит высокая 
вычислительная сложность, так как решение 
системы нелинейных уравнений в частных 
производных требует значительных ресурсов. 

Другим недостатком является сложность 
параметризации. Так, для точного моделиро-
вания необходимо знать ряд параметров 
(диффузионные коэффициенты, константы 
переноса, параметры кинетики и др.), кото-
рые могут варьироваться для разных химиче-
ских составов электродов и электролита. 

Для упрощения физико-химических рас-
четов часто используют модель одинарной 
частицы (Single Particle Model, SPM) [17]. 
Например, в этой модели для литийионного 
аккумулятора каждый электрод (анод и ка-
тод) сводится к одной сферической частице, в 
которой происходит диффузия лития. SPM 
игнорирует градиенты концентрации в осе-
вом направлении электрода и фокусируется 
только на диффузии внутри «сферической» 
частицы. Несмотря на упрощения, SPM поз-
воляет относительно точно описывать пове-
дение ячейки при умеренных токах и стала 
основой для многих расширенных моделей, 
учитывающих кинетику реакции по Батле-
ру – Фольмеру. Такая модель хорошо подхо-
дит для управления батареей в режиме ре-
ального времени (например, в BMS), однако 
может терять точность при высоких скоро-
стях заряда/разряда и градиентах концентра-
ции по толщине электрода. Помимо описания 
переноса лития важным аспектом физико-
химических моделей является учет тепловых 
процессов [18]. При больших токах заряд-
ки/разрядки, а также при внешних факторах 
(например, окружающей температуре) акку-
мулятор может нагреваться, что в свою оче-
редь влияет на кинетику реакции и скорость 
деградации материалов. Обычно используют-
ся уравнения теплообмена (первый закон тер-
модинамики), связывающие выделяемое/по-
глощаемое тепло в процессе электрохимиче-
ской реакции с изменением температуры 
внутри ячейки: 

 
 𝜌𝑐௣

ఋ்

ఋ௧
ൌ ∇ሺλ∇Tሻ ൅ 𝑄, 

 

где 𝜌 – плотность материала; 𝑐௣ – удельная 
теплоемкость; λ – коэффициент теплопро-
водности; 𝑄 – источник тепла (джоулево, ре-
акционное и проч.). 

Для оценки равновесных потенциалов 𝐸௘௤, 
теплового эффекта реакций и зависимости 
различных параметров от температуры ис-
пользуются термодинамические уравнения и 
экспериментальные данные по тепловым эф-
фектам [19]. 

На основе метода математического прото-
типирования в рамках механики, электроди-
намики и современной неравновесной термо-
динамики разработан новый подход к созда-
нию моделей динамики физических и хими-
ческих процессов различных типов аккуму-
ляторов [20]. 

Согласно ММПЭП состояние системы 
однозначно определяется координатами со-
стояния, независимо от предшествующей ди-
намики [21, 22]. Глубина протекания физиче-
ских и химических процессов характеризует-
ся координатами процессов, а их причиной 
выступают динамические силы, которые 
представляют собой частные производные 
свободной энергии по координатам процес-
сов [21, 22]. Однако динамические силы не 
полностью определяют динамику процессов 
в системе. Независимо от них, динамика 
определяется также внутренними кинетиче-
скими свойствами, количественной мерой 
которых является положительно определен-
ная диссипативная матрица [21, 22]. В свою 
очередь динамика процессов в системе фор-
мирует изменения ее наблюдаемых и контро-
лируемых параметров [21]. 

Построение уравнений динамики физиче-
ских и химических процессов различных ти-
пов с использованием метода математическо-
го прототипирования энергетических процес-
сов включает выполнение следующих эта-
пов [7, 20, 21–26]. 

1. Формирование списка физических и хи-
мических процессов в системе. 

2. Выбор параметров состояния x. 
3. Получение уравнений связи параметров 

состояния с координатами процессовΔx и с 
внешними потоками ቀௗ௫ሺ௧ሻ

ௗ௧
ቁ

௘௫௧
 (используя 
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определения конкретных параметров состоя-
ния, законы сохранения): 

 
 ௗ୶ሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ Bሺxሺ𝑡ሻ, Uሺ𝑡ሻ, pሻ ఋ∆୶ሺ௧ሻ

ௗ௧
൅ ቀௗ୶ሺ௧ሻ

ௗ௧
ቁ

௘௫௧
, 

 
где Bሺx, U, pሻ – топологическая матрица; U – 
параметры системы, не изменяющиеся в ре-
зультате процессов в системе, а изменяющие-
ся только в результате внешних потоков (а 
также параметры, определяющие внешние 
потоки ሺ𝑑xሺ𝑡ሻ 𝑑𝑡⁄ ሻ௘௫௧); p – индивидуальные 
параметры системы. 

4. Задание аналитических выражений с 
точностью до экспериментально исследуе-
мых постоянных параметров cଡ଼ для функций 
состояния для потенциалов взаимодействия 
Xሺx, U, pሻ, соответствующих выбранным па-
раметрам состояния, удовлетворяющих усло-
вию полного дифференциала по выбранным 
параметрам состояний, определяемых через 
свободную энергию 𝑊ሺx, U, pሻ: 

 
 Xሺx, U, pሻ ൌ െ∇୶𝑊ሺx, U, pሻ. 

 
5. Задание аналитических выражений c 

точностью до экспериментально исследуе-
мых постоянных параметров c୴ для функций 
внешних потоков ሺ𝑑xሺ𝑡ሻ 𝑑𝑡⁄ ሻ௘௫௧. 

Определение внутренних возмущений 
∆Xሺx, U, pሻ: 

 
 ∆Xሺx, U, pሻ ൌ B்ሺx, U, pሻ ∙ Xሺx, U, pሻ. 

 
6. Задание аналитических выражений с 

точностью до экспериментально исследуе-
мых постоянных параметров c୅ для диссипа-
тивной матрицы Aሺx, U, pሻ, удовлетворяющих 
условию положительной определенности 
(или неотрицательной определенности дис-
сипативной матрицы Aሺx, U, pሻ, если в систе-
ме имеется инерционность). 

7. Формирование потенциально-потоко-
вых соотношений между скоростями проте-
кания процессов и внутренними возмущени-
ями: 

 
 ఋ∆𝐱ሺ௧ሻ

ௗ௧
ൌ Aሺxሺ𝑡ሻ, Uሺ𝑡ሻ, pሻ ∙ ∆Xሺxሺ𝑡ሻ, Uሺ𝑡ሻ, pሻ. 

8. Формирование выражений для измеря-
емых yሺ𝑡ሻ и контролируемых zሺ𝑡ሻ парамет-
ров, исходя из определения упомянутых па-
раметров: 

 
 yሺ𝑡ሻ ൌ Yሺxሺ𝑡ሻ, Uሺ𝑡ሻ, p, cଡ଼, c୴, c୅ሻ, 
 
 zሺ𝑡ሻ ൌ Zሺxሺ𝑡ሻ, Uሺ𝑡ሻ, p, cଡ଼, c୴, c୅ሻ. 

 
Полученная на основе ММПЭП модель 

системы преобразовывается к аналитическо-
му виду, пригодному для решения практиче-
ских задач [7], с использованием специаль-
ных методов численного интегрирования сис-
тем обыкновенных дифференциальных урав-
нений. Аналитическое выражение динамики 
системы, также вбирающее в себя физику 
протекающих в системе процессов, что га-
рантирует корректность преобразованной 
модели [7], строится на основе анализа пере-
крестных связей в рассматриваемой системе, 
для чего используется ее модель, полученная 
ММПЭП. 
 
Моделирование динамики 
литийионных аккумуляторов 
 

Модель динамики физических и химиче-
ских процессов в литийионных аккумулято-
рах (ЛИА) разрабатывается с учетом следу-
ющих предположений: 

 ЛИА функционирует в штатном режи-
ме. Аварийные явления, такие как разруше-
ние положительных электродов при перераз-
ряде и выделение металлического лития с по-
следующим тепловым разгоном при переза-
ряде, возникают только при превышении 
определенного порога разности потенциалов 
двойных слоев [27, 28]; 

 процессы деградации (старения) акку-
мулятора не учитываются из-за их низкой 
скорости; 

 температура внутри аккумулятора счи-
тается равномерной, поскольку значительные 
температурные различия между электродами 
и мембраной наблюдаются только в условиях 
теплового разгона, вызванного чередованием 
положительных и отрицательных электродов; 
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 влияние температуры на ЭДС элек-
тродов не принимается во внимание, так как 
характеристики ЛИА определяются в основ-
ном температурной зависимостью сопротив-
лений двойных слоев и мембраны; 

 положительные и отрицательные элек-
троды рассматриваются как идентичные пары; 

 мембрана, разделяющая электроды, 
условно разделена на две области (возле по-
ложительного и отрицательного электродов), 
в пределах которых ионы лития (Li⁺) распре-
делены равномерно. 

Параметры процессов, описываемые ма-
тематической моделью на основе метода ма-
тематического прототипирования энергети-

ческих процессов, представлены в виде сте-
пенного ряда третьего порядка с постоянны-
ми коэффициентами. 

Выбранные координаты состояния, коор-
динаты процессов, внешние потоки и их вза-
имосвязь приведены в табл. 1. При теплооб-
мене ЛИА с окружающей средой за положи-
тельное направление процесса теплообмена 
взято направление от ЛИА к окружающей 
среде. Некомпенсированная теплота проте-
кающих в ЛИА процессов полностью сооб-
щается на ЛИА. 

Приращения чисел молей прочих веществ 
ЛИА определяются в соответствии с законом 
Фарадея [25]: 

 
 

 𝑑𝜈௅௜శ
эା ൌ

ௗ௤дв
శ ାௗ௤

ி
 , 𝑑𝜈௅௜శ

эି ൌ െ
ௗ௤дв

ష ାௗ௤

ி
, 𝑑𝜈௅௜శ

ା ൌ
ௗ௤мିௗ௤дв

శ

ி
, 𝑑𝜈௅௜శ

ି ൌ
ௗ௤дв

ష ିௗ௤м

ி
,  (1) 

 

где 𝜈௅௜శ
эା , 𝜈௅௜శ

эି  – числа молей ионов лития 𝐿𝑖ା, интеркалированных в положительный и отрица-
тельный электроды соответственно; 𝜈௅௜శ

ା , 𝜈௅௜శ
ି  – числа молей ионов лития 𝐿𝑖ା в приэлектродных 

областях положительного и отрицательного электродов соответственно; 𝐹 – постоянная Фара-
дея [28]. Отсюда потенциалы взаимодействия по выбранным координатам состояния (приве-
денным в табл. 1) определяются из условия [21, 28] 

 

 𝛿𝐴 ൌ െ�̅�௅௜శ
эା 𝑑𝜈௅௜శ

эା െ �̅�௅௜శ
эି 𝑑𝜈𝐿𝑖э— �̅�௅௜

ା 𝑑𝜈௅௜శ
ା െ �̅�௅௜

ି 𝑑𝜈௅௜శ
ି ൅ ሺ𝜑э

ା െ 𝜑э
ିሻ𝑑𝑞 ൌ 

 ൌ �̂�дв
ା 𝑑𝑞дв

ା ൅ �̂�дв
ି 𝑑𝑞дв

ି ൅ �̂�м𝑑𝑞м ൅ �̂�вн𝑑𝑞, 
 

где �̂�дв
ା , �̂�дв

ି  – электрохимический потенциал заряда положительного 𝑞дв
ା  и отрицательного 𝑞дв

ି  
двойных слоев; �̂�м – электрохимический потенциал заряда мембраны 𝑞м; �̂�вн – электрохимиче-
ский потенциал перенесенного через внешнюю цепь заряда 𝑞. 

Таблица 1
Table 1

Выбранные процессы в литийионном аккумуляторе и их взаимосвязь 
Selected processes in a lithium-ion battery and their interrelation 

 
Координаты состояния Координаты процессов Коэффициенты 

матрицы баланса 
(связи) 

Внешние 
потоки 

Коэффициенты 
внешних 
потоков 

Заряд положительного 
двойного слоя 𝑞дв

ା  
Интеркаляция или деинтерка-
ляция ионов Li+ в положи-
тельный электрод 

 
 
1 

 
Ток во 

внешней 
цепи I 

 
 

–1 
Заряд мембраны 𝑞м Диффузия ионов Li+ через 

мембрану 
Заряд отрицательного 
двойного слоя 𝑞дв

ି  
Интеркаляция или деинтерка-
ляция ионов Li+ из отрица-
тельного электрода 

Отданный во внешнюю 
цепь электрический 
заряд q 

– – 1 
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В силу независимости приращений (табл. 1) координат состояния, учитывая (1), для потен-
циалов взаимодействия с учетом электрохимии имеем [28] 

 
 �̂�дв

ା ൌ 𝜀дв
ା െ

௤дв
శ

Сдв
శ ; �̂�м ൌ െ ௤м

஼м
;�̂�дв

ି ൌ 𝜀дв
ି െ

௤дв
ష

Сдв
ష ; �̂�вн ൌ 𝜀дв

ା ൅ 𝜀дв
ି , (2) 

 
где 𝜀дв

ା , 𝜀дв
ି  – ЭДС положительного и отрицательного двойных слоев ЛИА; Сдв

ା , Сдв
ି  – емкости 

положительного и отрицательного двойных слоев ЛИА; 𝐶м – емкость мембраны ЛИА.  
Для вычисления свойств, веществ и процессов, происходящих в ЛИА, применим приведен-

ные зарядовые числа молей ионов 𝐿𝑖ା, интеркалированного в положительный ν෤௅௜శ
эା  и отрица-

тельный ν෤௅௜శ
эି  электроды: 

 
 ν෤௅௜శ

эା ൌ 𝐹ν௅௜శ
эା ; ν෤௅௜శ

эି ൌ െ𝐹ν௅௜శ
эି . (3) 

 
Согласно (1) и (3) имеем 
 

 𝑑ν෤௅௜శ
эା ൌ 𝑑𝑞дв

ା ൅ 𝑑𝑞; 𝑑ν෤௅௜శ
эି ൌ 𝑑𝑞дв

ି ൅ 𝑑𝑞. 
 
ЭДС положительного 𝜀дв

ା  и отрицательного 𝜀дв
ି  двойных слоев ЛИА: 

 

 𝜀дв
ା ൌ 𝜀дв

ሺ௖ሻା െ ቀ𝜀дв
ሺ௖ሻା െ 𝜀дв

ሺௗሻାቁ ൈ ቀνො௅௜శ
эା ൅ 𝛽௅௜శ,ଶ

ఌା ൫νො௅௜శ
эା ൯

ଶ
൅ 𝛽௅௜శ,ଷ

ఌା ൫νො௅௜శ
эା ൯

ଷ
ቁ , νො௅௜శ

эା ൌ
஝෤

ಽ೔శ
эశ

ఈಽ೔శ
ഄశ ஼೙೚೘

; (4) 

 

 𝜀дв
ି ൌ 𝜀дв

ሺ௖ሻି െ ቀ𝜀дв
ሺ௖ሻି െ 𝜀дв

ሺௗሻିቁ ൈ ቀνො௅௜శ
эି ൅ 𝛽௅௜శ,ଶ

ఌି ൫νො௅௜శ
эି ൯

ଶ
൅ 𝛽௅௜శ,ଷ

ఌି ൫νො௅௜శ
эି ൯

ଷ
ቁ , νො௅௜శ

эି ൌ
஝෤

ಽ೔శ
эష

ఈಽ೔శ
ഄష ஼೙೚೘

, (5) 

 
где 𝜀дв

ሺ௖ሻା, 𝜀дв
ሺ௖ሻି − ЭДС положительного и отрицательного двойных слоев ЛИА в заряженном со-

стоянии; 𝜀дв
ሺௗሻା, 𝜀дв

ሺௗሻି − ЭДС положительного и отрицательного двойных слоев ЛИА в разряжен-
ном состоянии; 𝐶௡௢௠ – номинальная емкость ЛИА. 

Емкости положительных двойных слоев определяются: 
 

 𝐶дв
ା ൌ 𝐶дв

଴ା ቀ𝐶ሚдв
ା ൅ 𝛽௎,ଶ

஼ା൫𝐶ሚдв
ା ൯

ଶ
൅ 𝛽௎,ଷ

஼ା൫𝐶ሚдв
ା ൯

ଷ
ቁ,  𝐶ሚдв

ା ൌ 1 ൅ ฬ𝛼௎
஼ା ൬𝜀дв

ା െ
௤дв

శ

஼дв
బశ൰ฬ; (6) 

 

 𝐶дв
ି ൌ 𝐶дв

଴ି ቀ𝐶ሚдв
ି ൅ 𝛽௎,ଶ

஼ି൫𝐶ሚдв
ି ൯

ଶ
൅ 𝛽௎,ଷ

஼ି൫𝐶ሚдв
ି ൯

ଷ
ቁ,  𝐶ሚдв

ି ൌ 1 ൅ ฬ𝛼௎
஼ି ൬𝜀дв

ି െ
௤дв

ష

஼дв
బష൰ฬ, (7) 

 
где 𝐶дв

ା , 𝐶дв
ି  − коэффициенты емкости двойных слоев; 𝛼௎

஼ା, 𝛼௎
஼ି − коэффициенты падения 

напряжения двойных слоев. 
Падение напряжения на положительном 𝑈дв

ା  и отрицательном 𝑈дв
ି  двойных слоях: 

 
 𝑈дв

ା ൌ 𝜀дв
ା െ 𝑞дв

ା /𝐶дв
ା ; 𝑈дв

ି ൌ 𝜀дв
ି െ 𝑞дв

ି /𝐶дв
ି . (8) 

 
Коэффициенты сопротивления двойных слоев положительного 𝑟௎

ோା и отрицательного 𝑟௎
ோି 

электродов по заряду на соответствующих двойных слоях: 
 

 𝑟௎
ோା ൌ �̃�௎

ோା ൅ 𝛽௎,ଶ
ோାሺ�̃�௎

ோାሻଶ ൅ 𝛽௎,ଷ
ோାሺ�̃�௎

ோାሻଷ,  �̃�௎
ோା ൌ

ଶఈೆ
ೃశ௨дв

శ

௘௫௣൫ఈೆ
ೃశ௨дв

శ ൯ି௘௫௣൫ିఈೆ
ೃశ௨дв

శ ൯
; (9) 
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 𝑟௎
ோି ൌ �̃�௎

ோି ൅ 𝛽௎,ଶ
ோିሺ�̃�௎

ோିሻଶ ൅ 𝛽௎,ଷ
ோିሺ�̃�௎

ோିሻଷ,   �̃�௎
ோି ൌ

ଶఈೆ
ೃష௨дв

ష

௘௫௣൫ఈೆ
ೃష௨дв

ష ൯ି௘௫௣൫ିఈೆ
ೃష௨дв

ష ൯
, (10) 

 
где 𝛼௎

ோା,  𝛼௎
ோି – коэффициенты сопротивлений по напряжениям двойных слоев. 

Коэффициенты сопротивления положительного 𝑟௎
ோା и отрицательного 𝑟௎

ோି двойных слоев по 
перенесенному через внешнюю цепь заряду q зададим в виде 

 

 �̃�ொ
ோା ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧1 െ

஝෤
ಽ೔శ
эశ

ቀఈೂ
ೃశ஼೙೚೘ቁ

, 𝑢дв
ା ൐ 0

஝෤
ಽ೔శ
эశ

ቀఈೂ
ೃశ஼೙೚೘ቁ

, 𝑢дв
ା ൏ 0 

1, 𝑢дв
ା ൌ 0

;    �̃�ொ
ோି ൌ

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧1 െ

஝෤ಽ೔షэష

ቀఈೂ
ೃశ஼೙೚೘ቁ

, 𝑢дв
ି ൐ 0

஝෤ಽ೔షэష

ቀఈೂ
ೃష஼೙೚೘ቁ

, 𝑢дв
ି ൏ 0 

1, 𝑢дв
ି ൌ 0

;  (11) 

 
 𝑟ொ

ோା ൌ �̃�ொ
ோା ൅ 𝛽ொ,ଶ

ோା൫�̃�ொ
ோା൯

ଶ
൅ 𝛽ொ,ଷ

ோା൫�̃�ொ
ோା൯

ଷ;   𝑟ொ
ோି ൌ �̃�ொ

ோି ൅ 𝛽ொ,ଶ
ோି൫�̃�ொ

ோି൯
ଶ

൅ 𝛽ொ,ଷ
ோି൫�̃�ொ

ோି൯
ଷ, (12) 

 
где 𝛼ொ

ோା и 𝛼ொ
ோି – коэффициенты сопротивления по переносу через внешнюю цепь заряду двой-

ных слоев. 
Коэффициенты сопротивления двойных слоев положительного 𝑟ோା и отрицательного 𝑟ோା 

электродов по температуре аккумулятора: 
 

 𝑟ோା ൌ �̃�்
ோା ൅ 𝛽்,ଶ

ோାሺ�̃�்
ோାሻଶ ൅ 𝛽்,ଷ

ோାሺ�̃�்
ோାሻଷ;   �்̃�ோା ൌ 𝑒𝑥𝑝 ቀെ𝛼்

ோାሺ𝑇 െ 𝑇௕
ோାሻቁ ൅ 1; (13) 

 
 𝑟ோି ൌ �̃�்

ோି ൅ 𝛽்,ଶ
ோିሺ�̃�்

ோିሻଶ ൅ 𝛽்,ଷ
ோିሺ�̃�்

ோିሻଷ;   �்̃�ோି ൌ 𝑒𝑥𝑝ቀെ𝛼்
ோିሺ𝑇 െ 𝑇௕

ோିሻቁ ൅ 1, (14) 
 

где 𝛼்
ோା и 𝛼்

ோି – коэффициенты сопротивления по температуре двойных слоев; 𝑇௕
ோା, 𝑇௕

ோି – гра-
ничные температуры, ниже которых сопротивления начинают резко возрастать. 

Сопротивление положительного 𝑅дв
ା  и отрицательного 𝑅дв

ି  двойных слоев ЛИА: 
 

 𝑅дв
ା ൌ 𝑅дв

଴ା𝑟௎
ோା𝑟ோା/൫𝑟ொ

ோା൯
௡ೂ

ೃశ

;    𝑅дв
ି ൌ 𝑅дв

଴ି𝑟௎
ோି𝑟ோି/൫𝑟ொ

ோି൯
௡ೂ

ೃష

, (15) 
 

где 𝑅дв
଴ା и 𝑅дв

଴ି – постоянные сопротивлений двойных слоев; 𝑛ொ
ோା, 𝑛ொ

ோି – степени заполнения 
электродов. 

Сопротивление мембраны 𝑅м: 
 

 𝑅м ൌ 𝑅м
଴൫𝑟м ൅ 𝛽ଶ

ோмሺ𝑟мሻଶ ൅ 𝛽ଷ
ோмሺ𝑟мሻଷ൯;   𝑟м ൌ 𝑒𝑥𝑝 ቀ𝛼்

ோм൫𝑇 െ 𝑇௕
ோм൯ቁ ൅ 1, (16) 

 
где 𝑅м

଴ – коэффициент сопротивления мем-
браны; 𝛼்

ோм – температурный коэффициент 
сопротивления мембраны; 𝑇௕

ோм  – граничная 
температура мембраны. 

Входящие в (4)–(7), (9), (10), (12)–(14), 
(16) коэффициенты β с соответствующими 
индексами являются коэффициентами разло-

жения в степенной ряд по соответствующим 
параметрам. 

Перекрестные коэффициенты диссипа-
тивной матрицы равны нулю, а главные ко-
эффициенты − обратные сопротивления 
двойных слоев и мембраны, заданные посто-
янным коэффициент теплопередачи ЛИА. 
Теплоемкость ЛИА задаем постоянной, а 
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тепловые эффекты в силу независимости по-
тенциалов взаимодействия от температуры 
(видно из (2), (4)–(7)) равны соответствую-
щим потенциалам взаимодействия (вытекает 
из соотношений Гиббса − Гельмголь-
ца) [21, 29]. 
 
Результаты исследования 
 

Вычислительный эксперимент на основе 
приведенной модели ММПЭП дает следую-
щие качественные особенности динамики 
напряжения на клеммах:  

 временные параметры поляризации 
электролита (включая установление напряже-
ния двойных слоев, напряжения на клеммах 
и мембране) практически не зависят от коли-
чества переданного через внешнюю цепь 
электрического заряда 𝑞 и степени износа 
электродов; 

 постоянная времени, характеризующая 
установление температуры, значительно пре-
вышает постоянную времени поляризации 
электролита при различных степенях разряда; 

 установившееся напряжение на клем-
мах после завершения поляризации электроли-
та уменьшается с увеличением тока разряда; 

 установившаяся температура, напро-
тив, увеличивается с ростом тока разряда по-
сле завершения поляризации электролита; 

 динамика изменения потенциалов на 
клеммах и двойных слоях электродов показы-
вает качественное сходство при различных 
значениях тока разряда; 

 параметры кривых, описывающих ди-
намику напряжения на клеммах и температу-
ры, изменяются независимо друг от друга с 
вариацией параметров модели ЛИА. Однако 
при уменьшении активной площади элек-
тродов из-за процессов старения [27, 30] 
наблюдается связь между параметрами на-
чальных и последующих участков разрядных 
кривых; 

 при высоких токах разряда (порядка 
2,6–3С) начальные участки кривых напря-
жения становятся более пологими, что свя-
зано с уменьшением сопротивления двойных 
слоев ЛИА по мере роста температуры акку-
мулятора (как показано в уравнениях (13) 
и (14)). 

Из приведенного качественного анализа 
аналитическое выражение динамики напря-
жения в процессе разряда ЛИА постоянным 
током примет вид 

 

 𝑈дв
ሺାሻሺ𝑡ሻ ൌ 𝑈дв

∗ሺାሻ𝑈пол
ሺାሻሺ𝑡ሻ ൮1 െ ∆𝑈ା

∗ ሺ𝐼ሻ െ 𝐾ொ
ሺାሻ𝑞 െ ∑

஺ೂ,ೖ
ೆሺశሻሺூሻ

ቆଵିఠሺூሻ ೜
ೂሺразрሻೆశ

∗ ቇ
ೖ

ேೂ
ೆሺశሻ

௞ୀଵ ൲;  (17) 

 

 𝑈дв
ሺିሻሺ𝑡ሻ ൌ 𝑈дв

∗ሺିሻ𝑈пол
ሺିሻሺ𝑡ሻ ൮1 െ ∆𝑈ି

∗ ሺ𝐼ሻ െ 𝐾ொ
ሺିሻ𝑞 െ ∑

஺ೂ,ೖ
ೆሺషሻሺூሻ

ቆଵିఠሺூሻ ೜
ೂሺразрሻೆష

∗ ቇ
ೖ

ேೂ
ೆሺషሻ

௞ୀଵ ൲; (18) 

 

 𝑈пол
ሺାሻሺ𝑡ሻ ൌ 1 ൅ ∆𝑈ഥпол

ሺାሻሺ𝑡ሻ ∑ 𝛼пол,௞
ሺାሻ ሺ𝐼ሻቚ∆𝑈ഥпол

ሺାሻሺ𝑡ሻቚ
௞ିଵேпол

ሺశሻ

௞ୀଵ ,  ∆𝑈ഥпол
ሺାሻሺ𝑡ሻ ൌ ∆𝑈ഥпол,଴

ሺାሻ 𝑒𝑥𝑝ቀെλпол
ሺାሻ 𝑡ቁ;  (19) 

 

 𝑈пол
ሺିሻሺ𝑡ሻ ൌ 1 ൅ ∆𝑈ഥпол

ሺିሻሺ𝑡ሻ ∑ 𝛼пол,௞
ሺିሻ ሺ𝐼ሻቚ∆𝑈ഥпол

ሺିሻሺ𝑡ሻቚ
௞ିଵேпол

ሺషሻ

௞ୀଵ ,  ∆𝑈ഥпол
ሺିሻሺ𝑡ሻ ൌ ∆𝑈ഥпол,଴

ሺିሻ 𝑒𝑥𝑝ቀെλпол
ሺିሻ 𝑡ቁ;  (20) 

 
 ∆𝑈ഥ௠ሺ𝑡ሻ ൌ ∆𝑈ഥ௠,଴ exp ቀെ ௧

ఛ೘
ቁ , 𝑞 ൌ 𝑞଴ ൅ 𝐼𝑡;  (21) 

 
 𝑈ሺ𝑡ሻ ൌ 𝑈дв

ሺାሻሺ𝑡ሻ ൅ 𝑈дв
ሺିሻሺ𝑡ሻ ൅ ሺ∆𝑈ഥ௠ሺ𝑡ሻ ൅ 1ሻ𝐼𝑅௠ െ 𝐼𝑅кл,  (22) 
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где 𝑅кл, 𝑅௠ – сопротивления клемм и мем-
браны; λпол

ሺାሻ ൐ 0, λпол
ሺିሻ ൐ 0 – обратные посто-

янные времени поляризации положительного 
и отрицательного электродов; 𝑡௠ ൐ 0 – по-
стоянная времени поляризации мембраны; 
𝑄ሺразрሻ௎శ

∗ , 𝑄ሺразрሻ௎ష
∗  – постоянные заполнения 

положительного и отрицательного электро-
дов при разряде; 𝐾ொ

ሺାሻ, 𝐾ொ
ሺିሻ – постоянные 

ЭДС двойных слоев положительного и отри-
цательного электродов ЛИА; ∆𝑈ା

∗ ሺ𝐼ሻ, 
∆𝑈ି

∗ ሺ𝐼ሻ – постоянные составляющие напря-
жения двойных слоев положительного и от-
рицательного электродов после поляризации; 
𝑈дв

∗ሺାሻ, 𝑈дв
∗ሺିሻ – стандартные электродные по-

тенциалы положительного и отрицательного 
электродов; 𝐴ொ,௞

௎ሺାሻሺ𝐼ሻ, 𝐴ொ,௞
௎ሺିሻሺ𝐼ሻ – коэффициен-

ты заполнения положительного и отрица-
тельного электродов ЛИА по напряжению; 
𝛼пол,௞

ሺାሻ ሺ𝐼ሻ, 𝛼пол,௞
ሺିሻ ሺ𝐼ሻ – коэффициенты поляри-

зации по напряжению положительного и от-
рицательного электродов; 𝑞଴, ∆𝑈ഥпол,଴

ሺାሻ , ∆𝑈ഥпол,଴
ሺିሻ , 

∆𝑈ഥ௠,଴ – начальные значения перенесенного 
через внешнюю цепь заряда и поляризацион-
ных отклонений напряжений положительного 
и отрицательного двойных слоев и мембраны. 

Из (17)–(22) видно, что зависимости па-
раметров ∆𝑈ା

∗ ሺ𝐼ሻ, ∆𝑈ି
∗ ሺ𝐼ሻ, 𝐴ொ,௞

௎ሺାሻሺ𝐼ሻ, 𝑘 ൌ 1, 
𝑁ொ

௎ሺାሻ, 𝐴ொ,௞
௎ሺିሻሺ𝐼ሻ, 𝑘 ൌ 1, 𝑁ொ

௎ሺିሻ, 𝛼пол,௞
ሺାሻ ሺ𝐼ሻ,  

𝑘 ൌ 1, 𝑁пол
ሺାሻ, 𝛼пол,௞

ሺିሻ ሺ𝐼ሻ, 𝑘 ൌ 1, 𝑁пол
ሺିሻ задаются с 

использованием сплайновой интерполяции.  

Из рис. 1 видно, что аналитические выра-
жения (17)–(22) хорошо описывают экспери-
ментальные данные динамики напряжения 
при токах, не превышающих 2,8–3С. «Впади-
на» на графике экспериментальной кривой 
напряжения на клеммах ЛИА относительно 
расчетной обусловлена более сложной зави-
симостью сопротивления двойных слоев от 
числа молей Li, ионы которых интеркалиро-
ваны в соответствующие электроды. Числа 
молей в свою очередь определяются отдан-
ной зарядовой емкостью ЛИА. Отклонения 
расчетных значений напряжения от экспери-
ментальных при больших токах разряда обу-
словливаются нагревом ЛИА и зависимостью 
сопротивления двойных слоев от температу-
ры, которая в аналитической модели не от-
ражена. Для устранения приведенных по-
грешностей необходимо дальнейшее совер-
шенствование предложенной аналитической 
модели: учет зависимости сопротивления 
двойных слоев от температуры и более слож-
ной зависимости сопротивления двойных 
слоев от числа ионов Li, интеркалированных 
в соответствующие электроды. 

Из рис. 2 видно, что, идентифицировав 
параметры модели напряжения, можно моде-
лировать динамику напряжения двойных 
слоев ЛИА, причем качественное поведение 
напряжения соответствует результатам экс-
периментальных исследований. 

 

 
 

Рис. 1. Модель и экспериментальные данные разрядного напряжения на клеммах ЛИА для тока разряда от 1,5 
до 6 А 

Fig. 1. Model and experimental data of discharge voltage at the terminals of a lithium-ion battery for discharge current from 1.5 to 6 A 
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Заключение 
 

Модели, построенные с использованием 
метода математического прототипирования 
энергетических процессов, обладают значи-
тельными преимуществами, особенно при опи-
сании сложных систем, таких как литийионные 
аккумуляторы, в сравнении с иными подхода-
ми к моделированию. Эти модели строго осно-
ваны на фундаментальных физических прин-
ципах, включая законы сохранения энергии, 
массы, заряда, а также первое и второе начала 
термодинамики, что обеспечивает их высокую 
точность и физическую корректность. Это 
обеспечивает физическую корректность моде-
лей и исключает противоречия в описании 
процессов. Метод применим к механическим, 
тепловым, химическим и электрическим про-
цессам, что позволяет объединять различные 
физико-химические явления в рамках единой 
модели, что особенно важно для таких ком-
плексных систем, как аккумуляторные батареи. 

Метод учитывает структуру системы че-
рез топологическую матрицу B(x,U,p), это 
позволяет описывать взаимосвязи между со-
стояниями и процессами. В отличие от упро-
щенных моделей, например Rint, Шеферда 
или Тевенина, ММПЭП учитывает такие не-
линейности, как поляризация электродов, 
разность потенциалов двойных слоев, тепло-
вые и диффузионные эффекты. Однако метод 
дает достаточно большие и сложные модели. 

Целесообразно из полученных моделей с при-
менением ММПЭП, используя вычислитель-
ный эксперимент, получать усовершенство-
ванные аналитические модели описанных в 
статье подходов. Это новая задача, требующая 
дальнейших исследований. Таким образом, на 
основе вычислительного эксперимента можно 
получить качественный анализ динамик и пе-
рекрестных связей. Обладая качественным 
анализом динамик и перекрестных связей, мы 
получаем аналитическое выражение (17)–(22). 
Приведенная в статье модель является расши-
рением модели Шеферда.  

Модели на основе ММПЭП подходят для 
прогнозирования состояния системы (напри-
мер, остаточной емкости аккумулятора) и ди-
агностики отказов (например, начальных ста-
дий деградации или теплового разгона). Кро-
ме того, ММПЭП позволяет создавать циф-
ровые двойники систем, которые применяют-
ся для мониторинга, управления и оптимиза-
ции работы батарей. 

Одним из существенных преимуществ ме-
тода является возможность его оптимизации, 
например путем упрощения модели через за-
мену базиса функциональных разложений, что 
обеспечивает возможность аналитического 
приближения решений [7]. В сравнении с ме-
тодами машинного обучения, описанными в 
работах [14, 15], ММПЭП не требует больших 
наборов экспериментальных данных для обу-
чения, так как и обеспечивает более высокую 
физическую интерпретируемость результатов. 

 
 

Рис. 2. Модель разрядного напряжения положительного двойного слоя ЛИА 
Fig. 2. Discharge voltage model of positive double layer lithium-ion accumulator 

 



Том 28, № 03, 2025 Научный Вестник МГТУ ГА
Vol. 28, No. 03, 2025 Civil Aviation High Technologies
 

21 

Современные тенденции указывают на 
перспективность гибридных подходов, где 
физико-химическое ядро дополняется мето-
дами машинного обучения (ML) для уточне-
ния и онлайнового обновления параметров 
модели. Для дальнейшего развития метода 
представляется перспективным: 

1) расширение модели для учета эффек-
тов старения аккумуляторов; 

2) интеграция методов машинного обу-
чения для повышения точности прогнозиро-
вания; 

3) разработка упрощенных версий моде-
ли для применения в системах реального 
времени. 

Таким образом, метод математического 
прототипирования является мощным инстру-
ментом для моделирования литийионных ак-
кумуляторов, сочетая физическую коррект-
ность, универсальность и высокую точность. 
Его дальнейшее развитие может значительно 
улучшить возможности проектирования 
и управления аккумуляторными системами. 
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