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МЕРА НЕКОМПАКТНОСТИ β  В ПРОСТРАНСТВАХ ЛОРЕНЦА 
 

Н.А. ЕРЗАКОВА 
 

Введены геометрические характеристики для произвольного правильного пространства, каковыми являются, 
в частности, пространства Лебега и Лоренца. Для произвольных подмножеств пространства Лоренца получены 
неравенства, связывающие меры некомпактности β  и ν . В случае компактных по мере множеств доказывается 
пропорциональность β  и ν . Выделен класс уплотняющих операторов, действующих в пространствах Лоренца, 
относительно β  среди частично аддитивных операторов и, в частности, линейных операторов. 
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Введение 
 
Математические модели, описывающие различные явления естествознания, часто имеют 

вид уравнения, разрешимость которого равносильна существованию неподвижной точки у со-
ответствующего оператора. Поэтому теория неподвижных точек имеет широкое приложение в 
серьезных научных исследованиях практически во всех сферах деятельности человека. 

Теория мер некомпактности и уплотняющих операторов позволяет, в частности, доказать 
существование неподвижных точек дифференциальных уравнений в бесконечномерных про-
странствах, функционально-дифференциальных уравнений нейтрального типа, интегральных 
уравнений, а также некоторых классов дифференциальных уравнений с частными производными. 
Основные результаты и главные прикладные аспекты теории изложены в обзорах [1; 2]. 

Результаты данной работы имеют тесную связь с предшествующими работами автора        
[5 - 11]. Цель данной работы – перенести утверждения с пространств Лебега на “родственные” 
им пространства Лоренца и получить результаты обобщающего характера для произвольного 
правильного пространства. 

 
1. Постановка и формализация задачи 
 
Пусть Ω  – подмножество конечномерного пространства, причем ( ) ∞<Ωµ , µ  – непрерыв-

ная мера, т.е. всякое подмножество Ω  можно разбить на два подмножества равной меры. 
Пусть }|)(:|{),( hsushu ≥Ω∈= µλ  [3]. Рассматриваются пространства Лоренца pΛ = )(ΩΛ p  

)1( ∞<≤ p  с нормой ∫
∞

Λ
=

0

/1 ),( dhhuu p

p
λ . 

Пусть E  – банахово пространство, }:{),( 00 ruuEuruB ≤−∈=  обозначает шар в E  с 

центром в 0u  и радиуса r , }1:{ ≤∈= xExB , θ  – нулевой элемент E . 

Мерой некомпактности Хаусдорфа ( )UEχ  множества произвольного ограниченного мно-
жества U  банахова пространства E  называется инфимум всех 0>ε , при которых U  имеет в 
E  конечную ε -сеть. 

Мера некомпактности )()( UU Eββ =  подмножества U  банахова пространства E  – это точ-
ная нижняя грань таких 0>r , что всякое подмножество, расстояние между любыми двумя эле-
ментами которого не меньше r , конечно. 
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Другими словами, мера некомпактности )()( UU Eββ =  подмножества U  банахова про-
странства E  – это точная верхняя грань таких 0>r , что существует бесконечное подмноже-
ство, расстояние между любыми двумя элементами которого не меньше r . 

Пусть φ  обозначает ниже χ  или β . 
МНК (мера некомпактности) φ  обладает рядом замечательных свойств [2, 1.1.4], среди ко-

торых правильность ( ) 0=Uφ  тогда и только тогда, когда U  относительно компактно; полуод-
нородность )(||)( UttU φφ =  ( t -число); полуаддитивность )}(),({max   )( 2121 UUUU φφφ =∪ ; ин-
вариантность относительно сдвигов )()( UbU φφ =+  ( Eb∈ ); алгебраическая полуаддитивность 

)()()( 2121 UUUU φφφ +≤+ ; липшицевость φ  по метрике Хаусдорфа ρ  
( ),,(2|)()(| 11 UUUU

pp
ρφφ <− ΛΛ  где } ,:0inf{),( 111 BUUBUUUU εεερ +⊂+⊂>= ); инвариант-

ность относительно перехода к замыканию выпуклой оболочки )()( UcoU φφ = . 
Так же как в работах [5 - 11], обозначим через  ( )UEν  меру неравностепенной абсолют-

ной непрерывности норм элементов подмножества U  правильного пространства E . 
Мера ( )UEν  обладает всеми вышеперечисленными свойствами φ , за исключением пра-

вильности: для относительно компактного множества U  справедливо равенство ( ) 0=Uν , но 
равенство ( ) 0=UEν  возможно на множествах, не являющихся относительно компактными. 

В работах [5; 6] было доказано, что для произвольного ограниченного подмножества U  
правильного пространства E  имеет место ( ) )(UU EE νχ ≥ ; если U  к тому же компактно по ме-
ре, то ( ) )(UU EE νχ = . Ниже будут доказаны аналогичные свойства для β . 

Здесь компактность по мере означает [2, 4.9.1] компактность в нормированном простран-
стве S  всех измеримых почти всюду конечных функций u  с  нормой 

}}|)(:|{{inf
0

stutssu ≥+=
>

µ . 

Банахово пространство E  вещественных измеримых функций на Ω  называется идеальным, 
если выполнено условие: любая измеримая функция u  на Ω , для которой найдется такая функ-
ция Ev∈ , что |)(||)(| svsu ≤  почти всюду, также принадлежит E , и справедливо неравенство 

EE
vu ≤  [4]. 

Идеальное пространство E  называется правильным, если норма обладает свойством абсо-
лютной непрерывности 0lim

0)(
=

→ EDD
uP

µ
. В частности,  

 0lim ),,( 0
=

∞→ EuTuDT
uP , (1) 

где Eu ∈0  —  функция с положительными значениями, называемая условно единицей  про-
странства E , )}(|)(:|{),,( 00 sTususuTuD >=  для произвольного числа 0>T , )()( susuPD = , ес-
ли Ds∈  и 0)( =suPD , если Ds∉ . 

Определение 1. Пусть S~  - множество всех последовательностей }{ nu  элементов из E , удо-
влетворяющих следующим условиям: 1) nu , ,...2,1=n  имеют попарно непересекающиеся носи-
тели; 2) 1  lim =

∞→ nn
u ; 3) мера носителя стремится к нулю при ∞→n ; 4) существует такая строго 

возрастающая последовательность положительных чисел }{ nT , ∞=
∞→ nn

T  lim , что имеет место 

неравенство )(|)(|)( 010 suTsusuT nnn +≤≤  для всех ,...2,1=n  и nus  supp ∈ . 
В настоящей работе поставлена задача - получить неравенства, связывающие меры неком-

пактности β  и ν  в пространстве Лоренца. В случае компактных по мере множеств доказать 
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пропорциональность β  и ν . Найти новый класс β -уплотняющих операторов, действующих в 
пространствах Лоренца. 

 
2. Неравенства для β  и ν  в правильном пространстве 
 

Пусть Emn
nmSuE uuc

n

−=
∞→∞→∈

limliminf~}{
; 

EmnnmSuE uuc
n

−=
∞→∞→∈

limliminf~}{
. 

В следующем утверждении предположим, что норма в правильном пространстве E  удовле-
творяет условию:  

A) для любой ограниченной последовательности }{ nu  из E , если  последовательность  

подмножеств }{ nD  из Ω , 0)(lim =
∞→ nn

Dµ  такая, что }{lim nEEnDn
uuP

n
ν=

∞→
, то 0}{ =nE vν , где 

nDnn uPuv
n

−= . 
Заметим, что условие A) выполняется, в частности, в пространствах Лоренца. 
Лемма 1. Пусть U  - произвольное ограниченное подмножество правильного пространства 

E  с 0)( >UEν . Тогда существует такая последовательность }{ nu  в U , что  
 Emn

nm
EE uuUc −≤

∞→∞→
limlim)(ν . 

Если U  компактно по мере, то мы можем выбрать последовательность }{ nu , дополнитель-

но удовлетворяющую неравенству EmnnmEE uuUc −≥
∞→∞→

limlim)(ν . 

Доказательство. Пусть U  – произвольное ограниченное подмножество правильного про-
странства E  с 0)( >UEν . В силу утверждений из [5; 6] существует монотонно возрастающая 
последовательность чисел }{ nT , ∞=

∞→ nn
Tlim  и последовательность функций Uun ⊆}{ , для  кото-

рых справедливо равенство 
EnuTuDnE uPU

nn ),,( 0
lim)(

∞→
=ν . 

Заметим, что (1) влечет 0lim ),,( 0
=

∞→ EuTuDn
uP

nm
 для любого фиксированного m . Рассмотрим 

такую подпоследовательность (для простоты изложения не меняем обозначение), что 

EnDnE uPU
n

~lim)(
∞→

=ν , где )}(|)(|)(:{~
010 suTsusuTsD nnn +≤≤= . Из ограниченности U  следует, что 

0),,((suplim 0 =
∈∞→

uTuD n
Uun
µ . Поэтому 0)~(lim =

∞→ nn
Dµ . 

Переходя к подпоследовательностям, можно предполагать без ограничения общности, что 

мера 






 ∞

+=


1

~
nk

kDµ  достаточно мала, а разность между 
EnD uP

n
 и 

EnD uP
n

~  незначительна для 


∞

+=

=
1

~\~
nk

knn DDD . В итоге, очевидно, мы получим последовательность Uun ⊆}{ , для которой 

справедливо равенство 
EnDnE uPU

n∞→
= lim)(ν , и множества nD  попарно не пересекаются. 

Заметим, что по предположению А) относительно нормы в E  имеем 0}{ =nE vν , где 

nDnn uPuv
n

−= . Следовательно, 0)()(suplim
,

=−−−
≥∞→ EmDmDnDnD

knmk
uPuPuPuP

mnnm
; 

 0suplim
,

=−
≥∞→ EmDnD

knmk
uPuP

nm
. (2) 

Построенная последовательность nDn uPu
n

=~  удовлетворяет условиям 1, 3, 4 определения 1. 

Вместо условия 2 этого определения имеет место равенство )(~lim Uu EEnn
ν=

∞→
. 
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Поэтому 
Emn

nm
EE uuUc ~~limlim)( −≤

∞→∞→
ν . Так как E , в частности, идеальное пространство, то  

 
EmDnDEmnEmnDDEmn uPuPuuuuPuu

nmnm
−−−≥−≥− ∪

~~)(  

для всех mn ≠  и в силу (2) Emn
nm

EE uuUc −≤
∞→∞→

limlim)(ν . 

Первая часть утверждения леммы доказана. 
Заметим, что последовательность }~{ nu  в силу условия 3 стремится по мере к нулю. Так как 

множество U  компактно по мере, то последовательность Uun ⊆}{  тоже компактна по мере. 
Отсюда компактна по мере последовательность }~{ nn uu − . 

Как было доказано в [5; 6] в этом случае }~{}~{ nnEnnE uuuu −=− νχ . По предположению А) 
относительно нормы в E  имеем 0}~{}~{ =−=− nnEnnE uuuu νχ . 

По определению меры некомпактности Хаусдорфа для каждого 0>ε  существует  конеч-
ная −ε сеть EcccC N ⊂= },...,,{ 21  такая, что  BCuu nn ε+⊂− }~{ . Так как C  конечно, мы можем 
выбрать бесконечную подпоследовательность (с тем же обозначением), что Bcuu nn ε+⊂− *}~{  

для некоторого Cc ∈* . Отсюда  ε2~~ ≤−−−
EmnEmn uuuu . 

Устремляя ε  к нулю и переходя к подпоследовательности, не меняя при этом обозначение, 
получим 0~~limlim =−−−

∞→∞→ EmnEmnnm
uuuu . 

Вторая часть утверждения леммы доказана, так как EmnnmEE uuUc ~~limlim)( −≥
∞→∞→

ν .  

Теорема 1. В правильном пространстве E  МНК ν  и β  связаны неравенством 
)()( UcU EEE νβ ≥  для любого ограниченного подмножества U ; более того, если U  компактно 

по мере, то )()()( UcUUc EEEEE νβν ≤≤ . 
Доказательство. Если 0)( =UEν , то неравенство )()( UcU EEE νβ ≥  выполнено, если U  

компактно по мере и  0)( =UEν , то по критерию компактности в правильном пространстве     
[3; 4] U  относительно компактно и 0)( =UEβ . Таким образом, утверждение теоремы 1 для 
случая 0)( =UEν  выполнено. Предположим, что 0)( >UEν . Пусть последовательность }{ nu  
такая как в лемме 1. Пусть 0>ε  произвольно выбрано. По лемме 2 [11] мы можем предпола-
гать без ограничения общности, что εβ +≤− }{ nEEmn uuu  для всех m  и n . Отсюда в силу мо-

нотонности β  получим εβεβ +≤+≤− )(}{ Uuuu EnEEmn  для всех m  и n . 

Так как ε  может быть произвольно малым и по лемме 1 Emn
nm

EE uuUc −≤
∞→∞→

limlim)(ν , то мы 

получаем первую часть утверждения теоремы 1. 
Пусть U  компактно по мере. По определению β  для произвольного 0>ε  найдется после-

довательность }{ nω , такая что εβωω −≥− )(UEEmn  для всех mn ≠ . Следовательно, по лемме 1 
мы можем извлечь подпоследовательность }{ nu  из }{ nω , такую что  

 )(}{limlim)( UccuuU EEnEEEmnnmE νωνεβ ≤≤−≤−
∞→∞→

, 

что завершает доказательство теоремы, поскольку ε  может быть произвольно малым.  
Теорема 2. В пространствах Лоренца pΛ  имеет место 2== ΛΛ pp

cc  при ∞<≤ p1 . 
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Доказательство. Так как в силу [3, 15.1] множество всех конечнозначных функций плотно 
в pΛ  при ∞<≤ p1 , то без ограничения общности мы можем предполагать, что S~  состоит из 
последовательностей конечнозначных функций. 

По определению 1 }{ nu   последовательность таких функций с попарно непересекающимися 
носителями, что существует строго возрастающая последовательность положительных чисел 

}{ nT , ∞=
∞→ nn

T  lim  и )(|)(|)( 010 suTsusuT nnn +≤≤  для всех ,...2,1=n и nus  supp ∈ . 

Имеем ff =|| . Поэтому можно ограничиться рассмотрением функций вида 

 
i

n

D

l

i
in cu κ∑

=

=
1

, 
i

mn

n

D

ll

li
im cu κ∑

+

+=

=
1

0...... 1121 =>>>>>>> ++++ mnmnnn llllll cccccc , mn ≥ . 

По формуле [3, 15.3] 
pi

k
ki

ll

i
imn Dccuu

mn

p

/1

1
1

1
)( 








−=−

=
+

+

=
Λ ∑ µ . Следовательно, 

 
pi

k
ki

ll

li
i

pl

k
klnmn DccDcuuu

mn

n

n

npp

/1

1
1

1

/1

1
1 )( 








−+








−=−

=
+

+

+==
+ΛΛ ∑  µµ . 

В силу условия 3 определения 1 ( ) 0 supplimlim
1

==







∞→

=
∞→ nn

l

k
kn

uD
n

µµ  . Поэтому 

( )( ) =
























+










−+−=−

+=
+

+

+=
+Λ∞→Λ∞→ ∑

p

n

i

lk
ki

ll

li
i

p
nlnnmnn

uDccucuuu
n

mn

n

npp

/1

1
1

1

/1
1 ) supp()( supplimlim µµµ 

 , 

так как при фиксированном m  постоянные 
mnn lll cc ++ ,...,1 не меняются. В итоге 

 ( ) 21limlim =+=−
Λ∞→Λ∞→ pp

mnmnn
uuu  и 2== ΛΛ pp

cc . 

Следствие. В пространствах Лоренца pΛ  имеет место  неравенство )(2)( UU
pp ΛΛ ≥ νβ  при 

∞<≤ p1  и, в частности, 2)( =Λ B
p

β . Если U  компактно по мере, то )(2)( UU
pp ΛΛ = νβ . 

Обозначим так же как в [3, 15.5] через pT  множество функций )(su  вида 

 )())()(()(
21

/1
21 DD

pDDsu κκµµ −+= − , 
где 1D  и −2D  непересекающиеся подмножества Ω , в силу [3, 15.3] с единичной нормой. 

Лемма 2. Пусть подмножество pTU ⊂  такое, что cD =)( 1µ  и dD =)( 2µ  для всех Uu∈  для 

некоторых 0≥c  и 0≥d . Тогда }2,2max{)( /11/1 ppU
p

−
Λ ≤β . 

Доказательство. По определению β  для каждого 0>ε   существует в U  последователь-
ность }{ nu  такая, что 

pp mn uuU
ΛΛ −≤− εβ )(  для всех nm ≠ . В силу [11, лемма 4] мы можем 

предполагать без ограничения общности, что для всех m  и n  

.
2

) supp supp(
2
1})(2))()((2|)()(:|{ /1/1

21
dcuudcDDsususa mn

pp
mn

def +
≤∩≤+==+=−= −− µµµµ

      Итак, для любых m  и n  разность )()( susu mn −  принимает два ненулевых значения по абсо-
лютной величине pdc /1)( −+  на множестве с мерой 

 adcuudc mn 422) supp supp(222 −+≤∩−+ µ  
и pdc /1)(2 −+  на множестве с мерой a . Поэтому в силу [3, 15.3] 
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 ( ) ( ) ppppp
mn adcdcadcdcuu

p

/1/1/1/1/1 322)())()(2( −++++−+≤− −−−
Λ

. 

Обозначим через y  неотрицательную переменную 
2
1

≤
+

=
dc

ay . Имеем  

 ( ) }2,2max{32 /11/1/1/1 pppp
mn yyuu

p

−
Λ

≤−+≤− . 

Действительно, при 0=y  имеем ( ) }2,2max{232 /11/1/1/1/1 ppppp yy −≤=−+ , при 
2
1

=y  имеем 

( ) }2,2max{232 /11/1/11/1/1 ppppp yy −− ≤=−+ . Заметим, что ( ) 231 /1/1 ≤−+ pp tt  при 4/10 ≤≤ t , так 

как ( ) 1}31,max{ /1/1 ≤− pp tt . Полагая 
2
yt = , получим 2

2
31

2

/1/1

≤





 −+








pp yy . Отсюда 

 ( ) }2,2max{232 /11/1/11/1/1 ppppp yy −− ≤≤−+ . 
В силу произвольности выбора ε  в неравенстве 

pp mn uuU
ΛΛ −≤− εβ )(  получаем утвер-

ждение леммы 2.  
Теорема 3. Пусть  ),(),( 1 rBrBU

pL θθ Λ∩⊂
∞

 для некоторых 01 >r  и 0>r . Тогда  

rU pp
p

}2,2max{)( /11/1 −
Λ ≤β . 

Доказательство. В силу свойства полуоднородности β  достаточно доказать для 
)1,(),( 1 θθ

p
BrBU L Λ∩⊂

∞
 неравенство }2,2max{)( /11/1 ppU

p

−
Λ ≤β . В силу [3, 15.1] U  —  это под-

множество в замыкании выпуклой оболочки функций  
 )())()(()(

21

/1
21 DD

pDDsu κκµµ −+= −  
из pT . Поэтому из свойства инвариантности β  относительно замыкания выпуклой оболочки, 
без ограничения общности, можно предположить, что pTU ⊆ . По определению меры неком-
пактности β  для каждого 0>ε  в U  содержится бесконечная последовательность }{ nu , для 
любых различных членов которой справедливо неравенство εβ −≥− ΛΛ

)(Uuu
pp

mn . В силу 

вложения ),( 1rBU L θ
∞

⊂  и липшицевости β  по метрике Хаусдорфа мы можем предполагать, 
что }{ nu  состоит из функций, удовлетворяющих предположениям леммы 2. Поэтому 

}2,2max{}{ /11/1 pp
nu

p

−
Λ ≤β . По лемме 2 [11] мы можем предполагать без ограничения общности, 

что εβ +≤− ΛΛ
}{ nmn uuu

pp
 для всех m  и n . В итоге  

 εεβεβ +≤+≤−≤− −
ΛΛΛ }2,2max{}{)( /11/1 pp

nmn uuuU
ppp

, 

что в силу произвольности выбора ε  завершает доказательство теоремы.  
 
3. Мера некомпактности β  операторов  в пространстве pΛ  
 
Пусть также как в [7-10]  
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pp AUBk
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p
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p

νθ . 
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Теорема 4. Пусть A  - непрерывный частично аддитивный оператор, действующий из 
)(ΩΛ p  в )(Ω∞L , сужение которого на )(Ω∞L  вполне непрерывно. Тогда для любого подмноже-

ства U  из )(ΩΛ p  мы будем иметь  

 )())(),(,)),(,((2,2max)(
111

UAUBkAU
ppp pp

pp
ΛΛ

−−

Λ ΩΛΩΛ












≤ βνθβ , 

т.е. оператор A  является ),( βk - ограниченным и уплотняющим  при всех ∞<≤ p1 , если 

 












<ΩΛΩΛ
−

Λ
pp

ppAUBk
p

111
2,2max))(),(,)),(,(( νθ .  

Доказательство. Если U  не ограничено, то в этом случае ∞=Λ )(U
p

β  и утверждение вы-
полнено. Поэтому без ограничения общности предположим, что U  ограничено. Тогда 

( ){ } ( ){ }UuuPUuuPU TuATuD ∈+∈⊆ :: ,,  для любого 0>T . 
В силу предположения о частичной аддитивности оператора A  имеем 
 ( ){ } ( ){ } )(:: ,, θAUuuPAUuuPAAU TuATuD −∈+∈⊆ . 
Из алгебраической полуаддитивности β  получаем 
 ( ){ } ( ){ } ))(():():()( ,, θββββ AUuuPAUuuPAAU

pppp TuATuD ΛΛΛΛ +∈+∈≤ . 

Имеем ( ){ } 0):( , =∈Λ UuuPA TuAp
β , так как сужение оператора на )(Ω∞L  вполне непрерывно. 

Кроме того, 0))(( =Λ θβ A
p

 как на одноэлементном множестве. Поэтому 

( ){ }):()( , UuuPAAU TuDpp
∈≤ ΛΛ ββ  и справедливо включение для любого 0>T   
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Отсюда ( ){ } ( ))())(),(,)),(,((,:, UAUBkBUuuPA
pp ppTuD ΛΛ ΩΛΩΛ⊆∈ ννθθ . Имеем 

)())(),(,)),(,((}2,2max{)( /11/1 UAUBkAU
ppp pp

pp
ΛΛ

−
Λ ΩΛΩΛ≤ ννθβ  в силу теоремы 3. 

Так как )(2)( UU
pp ΛΛ ≥ νβ , то получаем утверждение теоремы 4.  

Следствие. Линейный оператор является частным случаем частично аддитивного. Поэтому 
утверждение теоремы 4 останется в силе для линейного оператора с заменой  

))(),(,)),(,(( ΩΛΩΛΛ ppAUBk
p

νθ  на )(UA
pΛν . 

 
Заключение 
 
В данной работе для произвольного правильного пространства E  введены величины гео-

метрического характера Ec  и Ec , значения которых были подсчитаны ранее в пространствах 
Лебега, а здесь вычисляются в пространствах Лоренца pΛ  )1( ∞<≤ p . 

Результат получается неожиданный, поскольку значения не зависят от p , в отличие от про-
странств Лебега. 

Кроме того, в настоящей работе было доказано, что для любого ограниченного подмноже-
ства U  пространств Лоренца справедливы неравенства )(2)( UU pp ΛΛ ≥ νβ . Если U  компактно 
по мере, то )(2)( UU

pp ΛΛ = νβ . 
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Если ),(),( 1 rBrBU
pL θθ Λ∩⊂

∞
 для некоторых 01 >r  и 0>r , то получаем оценку для меры 

некомпактности β , опять таки, в отличие от пространств Лебега, не зависимую от 1r . 
Лемма 1 настоящей работы доказана при более слабых предположениях по сравнению с 

аналогичным утверждением из [12]. 
Завершает работу утверждение, позволяющее выделить новый класс уплотняющих опера-

торов в пространствах Лоренца. 
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MEASURE OF NON-COMPACTNESS β  IN THE LORENTZ SPACES 
 

Erzakova N.A. 
 

Geometric characteristics of regular spaces are determined. Examples of regular spaces are the Lebesgue and Lorentz 
spaces, in particular. For the Lorentz spaces an inequality for arbitrary subsets, connecting the measures of noncompactness 
β  and ν  are proved. A new class of β - condensing operators in the Lorentz spaces among partially-additive operators 
linear operators, in particular, is obtained. 
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