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Аннотация: В работе положено начало практическому применению алгоритмов увода летательных аппаратов от 
трехмерных поверхностей ограничения, представляющих собой комбинацию рельефа местности и искусственных 
препятствий. Проведен анализ событий, приводящих к авиационным происшествиям, и осуществлено сравнение 
бортовых систем предварительного уведомления экипажей воздушных судов о столкновении с естественными или 
искусственными препятствиями. Показано, что такие системы являются недостаточными вследствие своего пассивно-
рекомендательного характера выдачи предупреждений. Поставлен вопрос о необходимости реализации активной 
автоматической системы предотвращения столкновений с пространственными препятствиями. В целях применения 
имеющихся алгоритмов увода летательных аппаратов от пространственных поверхностей ограничения разработана 
методика аппроксимации трехмерных поверхностей (препятствий), заданных на цифровой карте местности в виде 
дискретных отсчетов высоты с определенным шагом на координатной сетке. В качестве аппроксимирующей препятствие 
непрерывной поверхности второго порядка выбран параболоид вращения, и определены его характеристические 
параметры. Для определения характеристических параметров параболоида предложены к использованию алгоритм 
определения пересечения трехмерной поверхности и плоскости, основанный на принципе определения пересечения 
треугольников в пространстве, а также метод выбора точки перегиба рельефа местности, основанный на определении 
значения градиента высоты рельефа местности. Приведено построение аппроксимирующего параболоида на примере 
естественного препятствия в виде горного массива. При синтезе алгоритмов предотвращения столкновения летательных 
аппаратов с препятствиями отмечена необходимость учета не только параметров поверхностей ограничения и 
динамических характеристик летательных аппаратов, но и точностных характеристик источников данных об их 
положении. Показаны перспективные направления применения разработанной методики. 
 
Ключевые слова: безопасность полетов, предотвращение столкновений, увод с опасной высоты, цифровая карта 
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Abstract: The work marks the beginning of the practical application of algorithms for making the aircraft recovery maneuver from 
three-dimensional constraint surfaces, which are a combination of terrain and artificial obstacles. An analysis of events leading to 
aviation accidents was carried out, and a comparison of on-board systems for preliminary notification of aircraft crews about 
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collisions with natural or artificial obstacles was made. It is shown that such systems are insufficient due to their passive-
recommendatory nature of issuing warnings. A question has been raised about the need to implement an active automatic collision 
avoidance system with spatial obstacles. In order to apply existing algorithms for the aircraft recovery maneuver from spatial 
constraint surfaces, a technique has been developed for approximating three-dimensional surfaces (obstacles) specified on a digital 
terrain map in the form of discrete height readings with a certain step on a coordinate grid. A paraboloid of revolution was chosen 
as a continuous 2nd order surface approximating the obstacle, and its characteristic parameters were determined. To determine the 
characteristic parameters of the paraboloid, an algorithm for determining the intersection of a three-dimensional surface and a plane, 
based on the principle of determining the intersection of triangles in space, as well as a method for selecting the inflection point of 
the terrain, based on determining the value of the terrain height gradient, are proposed for use. The construction of an 
approximating paraboloid using the example of a natural obstacle in the form of a mountain range is given. When synthesizing 
algorithms for preventing collisions of aircraft with obstacles, the need to take into account not only the parameters of the constraint 
surfaces and dynamic characteristics of aircraft, but also the accuracy characteristics of data sources about their position is noted. 
Promising application areas of the developed methodology are shown. 
 
Key words: flight safety, collision avoidance, aircraft recovery maneuver, digital terrain map, approximation, three-dimensional 
surface, algorithms. 
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Введение 
 

Согласно данным отчетов Межгосудар-
ственного авиационного комитета (МАК) 
о состоянии безопасности полетов в граждан-
ской авиации государств – участников Со-
глашения о гражданской авиации и об исполь-
зовании воздушного пространства1 количе-
ство столкновений воздушных судов (ВС) 
с различными препятствиями в управляемом 
полете достаточно велико. Так, за период с 
2001 по 2018 г. 17 % событий, приводящих к 
авиационным происшествиям (АП), и 16 % 
событий, приводящих к катастрофам, 
с самолетами коммерческой авиации в Рос-
сийской Федерации приходилось на столк-
новение с земной поверхностью или препят-
ствиями в управляемом полете [1]. В 2020 г. 
целых 7 % от общего количества АП прихо-
дилось на столкновения с проводами и опо-
рами линий электропередачи (ЛЭП). А уже в 
2022 г., очевидно вследствие недостаточного 
изучения района полетов, отвлечения внима-
ния и недостаточной осмотрительности эки-
пажей ВС, это число достигло более 15 % от 
общего количества АП. 
                                                 
1  Отчеты Межгосударственного авиационного коми-

тета о состоянии безопасности полетов 
в гражданской авиации [Электронный ресурс] // 
mak-iac.org. URL: https://mak-iac.org/rassledovaniya/ 
bezopasnost-poletov/ (дата обращения: 02.06.2023). 

Для уменьшения количества АП, входя-
щих, согласно Международной организации 
гражданской авиации (ИКАО), в класс столк-
новений исправного ВС с земной поверхно-
стью (CFIT – Controlled Flight Into Terrain), 
были созданы бортовые системы предвари-
тельного уведомления экипажей ВС о столк-
новении с естественными или искусственны-
ми препятствиями. Одной из таких систем 
стала GPWS (Ground Proximity Warning 
System), которая с конца 1970-x годов ис-
пользовалась на большинстве ВС, осуществ-
ляющих коммерческие перевозки. Сигналы 
GPWS формируются исходя из оценки ис-
тинной высоты полета, определяемой по ра-
диовысотомеру, вертикальной скорости, по-
ложения ВС относительно глиссады, а также 
положения шасси и механизации крыла. Оче-
видно, что при наличии различных препят-
ствий по курсу ВС GPWS может быть крайне 
неэффективна, так как времени от момента 
срабатывания сигнализации до столкновения 
бывает недостаточно для уклонения от пре-
пятствия.  

Для оповещения экипажей ВС о препят-
ствиях по курсу были разработаны системы 
оповещения, включающие базы данных рель-
ефа местности и искусственных препятствий. 
Данные системы относят к системам TAWS 
(Terrain Awareness And Warning System). 
К системам TAWS относят и системы 
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EGPWS (Enhanced GPWS)2, являющиеся сле-
дующим поколением GPWS. Главным отли-
чием системы EGPWS от GPWS является 
функция FLTA (Forward Looking Terrain 
Avoidance), то есть функция оценки угрозы 
столкновения с препятствиями по курсу по-
лета. Обновляемая база данных, входящая в 
состав EGPWS, включает информацию о 
препятствиях вокруг основных аэродромов и 
данные о рельефе местности в регионе поле-
тов. Информация из базы данных, при ис-
пользовании соответствующего режима, вы-
водится на навигационные дисплеи в кабине 
экипажа ВС3 (рис. 1). 
                                                 
2  Honeywell MK VI & MK VIII EGPWS Pilot Guide 

[Электронный ресурс] // SKYbrary. May 2004. 60 p. 
URL: https://skybrary.aero/sites/default/files/bookshelf/ 
3365.pdf (дата обращения: 02.06.2023). 

3  Garmin G1000 Pilot’s Guide for the Cessna Citation 
Mustang [Электронный ресурс] // static.garmin.com. 
May 2007. 508 p. URL: https://static.garmin.com/  
pumac/G1000:CessnaMustang_PilotsGuide.pdf (дата 
обращения: 02.06.2023). 

При наличии на борту ВС систем типа 
TAWS, а также своевременных и правильных 
действий со стороны экипажа обеспечивается 
достаточно безопасное расхождение с есте-
ственными или искусственными препятстви-
ями. Однако возможность внезапного отклю-
чения части функциональности EGPWS, 
например, такой как получение данных о ре-
льефе местности или получение данных о по-
ложении шасси или механизации крыла, мо-
жет привести к аварийным или катастрофи-
ческим ситуациям. Так, отключение получе-
ния данных о рельефе местности привело к 
катастрофе самолета Sukhoi Superjet 100 9 
мая 2012 г. в Индонезии. Экипаж выполнял 
визуальный демонстрационный полет на ма-
лой высоте в горной местности в незнакомом 
для себя районе и столкнулся со склоном го-
ры Салак. Погибли все 45 человек, находив-
шихся на борту. 

Помимо естественных (горные массивы, 
опасные явления погоды и т. п.) и искус-

 
 

Рис. 1. Отображение рельефа местности на навигационном дисплее Cessna Citation Mustang 
Fig. 1. Terrain view on the Cessna Citation Mustang navigation display 
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ственных (высотные здания, линии электро-
передач и т. п.) в качестве препятствий сле-
дует учитывать и различные зоны ограниче-
ний полетов (в том числе зоны противовоз-
душной обороны, области разлета осколков 
боеприпасов и т. п.). 

Таким образом, системы типа TAWS хоть 
и могут оценивать вероятность столкновения 
с земной поверхностью и другими естест-
венными или искусственными препятствия-
ми, но из-за большого влияния человеческого 
фактора во многих ситуациях являются недо-
статочными вследствие своего пассивно-
рекомендательного характера выдачи преду-
преждений. 
 
Постановка задачи 
 

При достаточно большом количестве АП, 
причиной которых являлось столкновение 
с земной поверхностью или препятствиями 
в управляемом полете, остается открытым во-
прос о том, почему производители ВС, осна-
щенных системами дистанционного и авто-
матического управления (СДУ, САУ), в том 
числе адаптивными и прогнозирующими [2], 
потенциально имеющими выходы на рулевые 
приводы и достаточно мощные вычислитель-
ные системы, включающие в себя модули по-
дробных цифровых карт местности (ЦКМ) 
и обширное количество датчиков (бесплат-
форменные инерциальные навигационные сис-
темы – БИНС, приемники глобальных навига-
ционных спутниковых систем – ГНСС и т. п.), 
до сих пор ограничиваются в основном преду-
преждениями о приближении к поверхности и 
начали реализовывать логические последова-
тельности и алгоритмы предотвращения столк-
новений с пространственными препятствиями 
относительно недавно4 [3, 4]. 

В работах [5, 6] рассмотрены алгоритмы 
увода летательных аппаратов (ЛА) в том чис-
ле от различных препятствий. Фундамен-
тальной основой данных алгоритмов являют-
                                                 
4  Automatic Ground Collision Avoidance System (Auto 

GCAS) [Электронный ресурс] // lockheedmartin. 
URL: https://www.lockheedmartin.com/en-us/products/ 
autogcas.html (дата обращения: 01.11.2023). 

ся уравнения пространственных поверхно-
стей ограничения, однако конкретные мето-
дики расчета параметров этих уравнений не 
проработаны. 

Для практического применения алгорит-
мов увода ЛА от пространственных поверх-
ностей ограничения следует учитывать осо-
бенности задания рельефа местности и раз-
личных препятствий на ЦКМ, которые чаще 
всего задаются в виде дискретных отсчетов 
высоты с определенным шагом на коорди-
натной сетке5, т. е. не могут быть использо-
ваны напрямую в алгоритме увода вслед-
ствие своей дискретной природы. 

Таким образом, необходимо разработать 
методику аппроксимации трехмерных по-
верхностей (препятствий), заданных на ЦКМ, 
обеспечивающую корректную и в то же вре-
мя приемлемую по быстродействию работу 
указанных выше алгоритмов. 

В качестве примера возьмем естественное 
препятствие в виде горного массива (рис. 2) и 
аппроксимируем его уравнением непрерыв-
ной поверхности 2-го порядка (высота HЦКМ 
на рис. 2 указана в метрах согласно системе 
координат WGS84/EGM96): 

 
 𝜑ሺ𝑥, 𝑦, 𝑧ሻ ൌ 0.  (1) 

 
Выбор непрерывной поверхности 2-го по-

рядка (1) в качестве аппроксимирующей по-
верхности обусловлен в том числе и тем, что 
при работе алгоритма увода ЛА должен со-
вершать маневры по непрерывной траек-
тории, которая должна быть физически реа-
лизуема и не приводить ЛА к критическим 
режимам полета. Данная траектория, соглас-
но алгоритму увода [5], располагается в неко-
торой плоскости U, содержащей нормаль NК 
к аппроксимирующей поверхности в точке T, 
получаемой пересечением линии вектора 
скорости самолета с этой поверхностью. При 
включении в работу алгоритма увода ЛА из-
меняет свое положение в пространстве, соот-
ветственно, изменяется и положение точки T 

                                                 
5  Shuttle Radar Topography Mission website [Электрон-

ный ресурс] // NASA. URL: http://www2.jpl.nasa. 
gov/srtm/ (дата обращения: 01.11.2023). 
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на поверхности ограничения. Вследствие из-
менения положения точки T изменяются и 
параметры ориентации в пространстве плос-
костей U и K, где плоскость K – это плос-
кость, касательная к поверхности ограниче-
ния в точке T. 

Применение поверхностей 1-го порядка в 
качестве аппроксимирующих допустимо для 
равнинного рельефа, а принципиальная воз-
можность применения поверхностей 3-го по-
рядка требует дальнейшей проработки. 

Таким образом, исходя из требования к 
изменению параметров ориентации в про-
странстве плоскостей U и K, а именно воз-
можности непрерывного построения каса-
тельной плоскости K, то есть непрерывному 
изменению первой производной аппроксими-
рующей функции [7], выбор поверхности 
2-го порядка в качестве аппроксимирующей 
поверхности является оптимальным по срав-
нению с поверхностями 1-го и 3-го порядка 

для рассматриваемого в данном примере гор-
ного рельефа местности. 
 
Методика аппроксимации 
трехмерных поверхностей 
 

В качестве аппроксимирующей трехмер-
ную поверхность (препятствие) непрерывной 
поверхности 2-го порядка возьмем параболо-
ид вращения и определим координаты его 
вершины, а также параметры его основания. 
Для этого находим максимальную ближай-
шую высоту рельефа местности в упреждае-
мой зоне (рис. 3). Эта точка и будет верши-
ной P0 параболоида. 

На рис. 3 ЛА находится в точке A, отрезок 
AB обозначает направление вектора скорости 
ЛА, а точка B обозначает место пересечения 
вектора скорости ЛА и рельефа местности. 

В качестве точки P1, определяющей пара-
метры основания параболоида (то есть его 
высоту и радиус), берем ближайшую к ЛА 

 
Рис. 2. Пример изображения горного массива на цифровой карте местности 

Fig. 2. Example of the mountain range view on the digital terrain map 
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точку перегиба рельефа местности, у которой 
значение градиента высоты равно, напри-
мер, 10. Для этого, используя алгоритм Тома-
са Меллера [8], построим срез высоты релье-
фа местности вертикальной плоскостью 
(рис. 4 и 5), в которой лежит вектор скоро-
сти ЛА. 

Конкретное значение величины градиента 
высоты, при котором происходит опреде-
ление координат точки P1, выбирается дина-
мически, исходя из маневренных возможно-
стей ЛА и параметров включения системы 
увода ЛА от препятствия в работу. 

График значения градиента высоты рель-
ефа местности представлен на рис. 6. 

Построим требуемый аппроксимирующий 
параболоид в условной системе координат 
ENH исходя из известных параметров точек 
P0 и P1. Для построения параболоида найдем 
его коэффициенты a и b. Коэффициенты эл-
липтического параболоида a и b – это поло-
жительные параметры, характеризующие па-

раболоиды, причем для эллиптического пара-
болоида a ≥ b, а для параболоида вращения 
a = b [9]. 

Каноническое уравнение эллиптического 
параболоида, «развернутого» основанием 
вниз: 

 
 ௫మ

௔మ
൅ ௬మ

௕మ
ൌ െ2𝑧.  (2) 

 
Для параболоида вращения: 
 

 𝑎 ൌ 𝑏.  (3) 
 
Соответственно: 
 

 ௫మ

௕మ
൅ ௬మ

௕మ
ൌ െ2𝑧.  (4) 

 
Домножив обе части уравнения (4) на b2, 

получим 
 

 𝑥ଶ ൅ 𝑦ଶ ൌ െ2𝑏ଶ𝑧.  (5) 

 
Рис. 3. К определению координат вершины P0 параболоида 
Fig. 3. Determining the coordinates of the paraboloid vertex P0   
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Рис. 4. Плоскость, в которой лежит вектор скорости ЛА 
Fig. 4. The plane in which the aircraft velocity vector lies 

 
 

 
 

Рис. 5. Срез высоты рельефа местности 
Fig. 5. Terrain elevation section 
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Так как вершина параболоида находится 
в точке P0 с координатами P0E, P0N и P0H, 
то уравнение (5) будет выглядеть так: 

 
 ሺ𝑥 െ 𝑃଴ாሻଶ ൅ ሺ𝑦 െ 𝑃଴ேሻଶ ൌ െ2𝑏ଶሺ𝑧 െ 𝑃଴ுሻ. (6) 

 
Из уравнения (6) следует, что коэффици-

ент b равен 
 

 𝑏 ൌ ට
ሺ௫ି௉బಶሻమାሺ௬ି௉బಿሻమ

ିଶሺ௭ି௉బಹሻ
 (7) 

 
или 
 

 𝑏 ൌ ට
ሺ௫ି௉బಶሻమାሺ௬ି௉బಿሻమ

ଶሺ௉బಹି௭ሻ
. (8) 

 
Для вычисления значения коэффициента b 

подставим в уравнение (8) значения коор-
динат точки P1, лежащей на параболоиде. 
В качестве такой точки возьмем точку, лежа-
щую в плоскости основания параболоида 
и находящуюся в точке пересечения окруж-
ности радиусом R0 с плоскостью EOH, где 
O – точка начала координат системы коорди-

нат ENH. Координатами одной из таких то-
чек будут, очевидно, следующие: 

P1E = P0E – R0;  
P1N = P0N;  
P1H = H0.  
 
Тогда 
 

 𝑏 ൌ ට
ሺ௉బಶିோబି௉బಶሻమାሺ௉బಿି௉బಿሻమ

ଶሺ௉బಹିுబሻ
.  

 
То есть 
 

 𝑏 ൌ ට ோబ
మ

ଶሺ௉బಹିுబሻ
. (9) 

 
Представим уравнение (6) в виде z = f(x,y) 

и подставим в него значение коэффициента b: 
 

 𝑧 ൌ
ሺ௫ି௉బಶሻమାሺ௬ି௉బಿሻమ

ିଶ௕మ
൅ 𝑃଴ு; 

 

 𝑧 ൌ
ሺ௫ି௉బಶሻమାሺ௬ି௉బಿሻమ

ିଶቌඨ
ೃబ
మ

మ൫ುబಹషಹబ൯
ቍ

మ ൅ 𝑃଴ு; 

 

 
Рис. 6. График значения градиента высоты рельефа местности 

Fig. 6. Graph of the terrain elevation gradient value 
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 𝑧 ൌ
ሺ௫ି௉బಶሻమାሺ௬ି௉బಿሻమ

షೃబ
మ

ುబಹషಹబ

൅ 𝑃଴ு; 

 
 𝑧 ൌ 𝑃଴ு െ

൫ሺ௫ି௉బಶሻమାሺ௬ି௉బಿሻమ൯ሺ௉బಹିுబሻ

ோబ
మ . (10) 

 
 
Уравнение (10) и есть искомое уравнение 

параболоида вращения с учетом коэффици-
ентов a и b. 

Так как нижняя граница поверхности 
ограничения должна совпадать с реальным 
рельефом поверхности земли, включая пре-
пятствия, ограничим уравнение (10) снизу 
высотой HЦКМ согласно цифровой карте 
местности: 

 

 ൝
𝑧 ൌ 𝑃଴ு െ

൫ሺ௫ି௉బಶሻమାሺ௬ି௉బಿሻమ൯ሺ௉బಹିுబሻ

ோబ
మ

𝑧 ⩾ 𝐻ЦКМ
. (11) 

 

Изображение системы уравнений (11) 
в трехмерном пространстве показано на 
рис. 7, где нижняя граница HЦКМ поверхности 
ограничения показана условно. 

Точка T на рис. 7 является точкой пересе-
чения поверхности ограничения и вектора 
скорости ЛА и может определяться анало-
гично точке B по алгоритму Томаса Меллера 
и Бена Трамбора [10] или для «бортовой»  
реализации при помощи точного аналитиче-
ского решения системы уравнений поверхно-
сти (11) и прямой AB, содержащей вектор 
скорости ЛА. 
 
Заключение 
 

Показанная в данной работе методика ап-
проксимации трехмерных поверхностей поз-
воляет осуществить переход от дискретного 
представления цифровой карты местности к 
математически точному описанию препят-

 
Рис. 7. Поверхность ограничения 

Fig. 7. Constraint surface 
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ствий, пригодному к использованию в борто-
вых алгоритмах увода ЛА от пространствен-
ных поверхностей ограничения. 

Однако стоит заметить, что при разра-
ботке и реализации алгоритмов предотвра-
щения столкновений с пространственными 
препятствиями важно учитывать не только 
параметры поверхностей ограничения и ди-
намические характеристики самолета, но и 
точностные характеристики источников дан-
ных о положении самолета, таких как БИНС 
и приемники ГНСС [11]. 

Аппроксимацию трехмерных поверхно-
стей (препятствий), согласно описанной в 
данной работе методике, при отсутствии до-
статочных вычислительных возможностей на 
борту ЛА можно производить и на земле при 
подготовке полетного задания в соответ-
ствующей автоматизированной системе. Для 
снижения объема пространственных данных 
как на борту ЛА, так и при работе с ЦКМ на 
земле стоит предусмотреть возможность их 
сжатия [12]. 

Данная методика может быть использова-
на в алгоритмическом обеспечении адаптив-
ных систем предотвращения столкновения 
с рельефом (АСПСР) [13], а также в специа-
лизированных бортовых алгоритмах, обеспе-
чивающих оперативное перестроение марш-
рута полета ЛА [14, 15]. 

 
Авторы выражают благодарность А.Н. Аки-

мову, В.В. Воробьеву и М.А. Киселеву за по-
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