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Аннотация: В работе рассматривается процесс проектирования аэродинамического руля, конструкция которого 
включает обшивку постоянной толщины, силовой каркас и балансировочный носок, играющий роль противофлаттерного 
балансира. Целью работы является постановка и решение задачи проектирования рационального конструктивно-
технологического решения руля, отвечающего требованиям прочности, жесткости, аэроупругой устойчивости и 
минимума массы. Для решения поставленной задачи предложен алгоритм проектирования аэродинамического руля с 
использованием топологической и параметрической оптимизации. Определены основные параметры области 
проектирования и балансировочного носка, необходимые для топологической оптимизации. Для конечно-элементного 
анализа и топологической оптимизации использовался программный комплекс ANSYS Workbench. По результатам 
оптимизации проведена постобработка и предложено конструктивно-технологическое решение, объединяющее в себе 
силовые схемы с постоянной и переменной шириной балансировочного носка. Проведен анализ напряженно-
деформированного состояния и установлено, что спроектированная конструкция отвечает требованиям прочности для 
заданного расчетного случая. Предложена схема решения задачи параметрической оптимизации руля по условию 
аэроупругой устойчивости. В рамках решения данной задачи проведено исследование флаттера с использованием 
многостепенной модели, позволяющей исследовать рулевые и корпусно-рулевые формы флаттера беспилотного 
летательного аппарата (БЛА), оснащенного аэродинамическими рулями. Получены результаты исследования флаттера 
для расчетного режима полета БЛА в виде зависимостей критической скорости и частоты флаттера от средней ширины 
балансировочного носка. Анализ данных зависимостей позволил определить оптимальные значения параметров 
балансировочного носка из условия минимума массы для двух вариантов рулей: с постоянной и переменной шириной 
балансировочного носка. 
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Abstract: The paper considers a design process of an aerodynamic rudder, which structure comprises the skin of constant 
thickness, a load-bearing structure and a trimmed nose that plays the role of an anti-flutter balancer. The aim of the work is to set 
and solve the design problem of a rational structural and technological solution of the rudder that meets the requirements of 
strength, rigidity, aeroelastic stability and minimum mass. To solve this problem, a design algorithm for the rudder, using 
topological and parametric optimization, is proposed. The main parameters of the design area and the trimmed nose required for 
topological optimization are determined. The ANSYS Workbench software package was used for the finite element analysis and 
topological optimization. Based on the results of optimization, post-processing was carried out. A structural and technological 
solution, that combines structural layouts with constant and variable width of the trimmed nose, was proposed. An analysis of the 
stress-strain state was carried out, and it was found that the designed structure meets the strength requirements for the given design 
case. A scheme for solving the parametric optimization problem of the rudder under the condition of aeroelastic stability is 
proposed. Within the framework of solving this problem, a flutter study was conducted, using a multi-mode model, which makes it 
possible to study the rudder and body-rudder flutter forms of an unmanned aerial vehicle (UAV) equipped with aerodynamic 
rudders. The results of the flutter study for the design mode of the UAV flight are obtained in the form of dependencies of the 
critical flutter velocity and frequency on the average width of the trimmed nose. The analysis of these dependencies allowed us to 
derive the optimal values of the trimmed nose parameters from the minimum weight condition for two rudder configurations: with 
a constant and variable width of the trimmed nose. 
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Введение 
 

Во многих задачах оптимального проек-
тирования конструкций беспилотных лета-
тельных аппаратов (БЛА) главным критерием 
оптимальности является критерий минимума 
массы. При условии выполнения всех проч-
ностных, технологических и эксплуатацион-
ных требований достижение массового со-
вершенства конструкции (даже отдельного 
узла или детали) позволяет повысить техни-
ческое совершенство БЛА в целом. Выпол-
нить требование минимальной массы воз-
можно за счет применения современных кон-
струкционных материалов и технологических 
процессов (например, аддитивных техноло-
гий). Однако применение новых высоко-
прочных материалов и технологических про-
цессов, как правило, ведет к возрастанию 
стоимости конструкции.  

Другим возможным подходом к решению 
задачи оптимального проектирования является 
определение оптимальной с позиции мини-
мальной массы конструктивно-силовой схемы 
(именуемой также силовым каркасом), удовле-
творяющей функциональным ограничениям, 
и далее преобразование ее с учетом технологи-
ческих требований и ограничений в конструк-
тивно-технологическое решение (КТР). Кон-
структивно-силовые схемы несущих поверхно-
стей, в частности аэродинамических рулей, мо-
гут включать в себя наборные конструкции из 
различных силовых элементов и цельнолитые 
силовые каркасы [1]. Последний вариант имеет 
преимущество с точки зрения технологично-
сти, так как не требует дополнительных соеди-
нений между силовыми элементами и обеспе-
чивает более простую сборку. Особенно раци-
ональным использование цельнолитых сило-
вых каркасов является при проектировании 
конструкций малогабаритных БЛА. 
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При минимизации массы необходимо учи-
тывать основные требования к конструкции: 
сохранение габаритных размеров, обеспече-
ние достаточной прочности и жесткости [2]. 
При проектировании аэродинамических рулей 
еще одним важным условием является выпол-
нение требований аэроупругой устойчивости. 
В результате воздействия на руль сил упруго-
сти, инерции и аэродинамических сил может 
возникнуть опасный вид колебаний – флаттер. 
Распространенным способом для предотвра-
щения этого явления является весовая балан-
сировка таким образом, чтобы центр масс 
конструкции находился впереди оси вращения 
руля или как можно ближе к ней. При этом 
балансировку можно проводить сосредото-
ченными и распределенными массами: уста-
новкой балансировочного груза или специ-
ального носка соответственно. 

Балансировка руля сосредоточенной мас-
сой приводит к увеличению аэродинамиче-
ского сопротивления, что негативно отража-
ется на техническом совершенстве всего 
БЛА. Однако распределенная масса, получа-
емая внедрением балансировочного элемента 
в переднюю часть конструкции, может быть 
менее выгодной по сравнению с балансиро-
вочным грузом за счет увеличения общей 
массы руля. Решить эту проблему предлага-
ется использованием процедуры итерацион-
ной параметрической оптимизации.  

Спроектировать рациональный силовой 
каркас с учетом критерия минимума массы и 
требований прочности и жесткости возможно 
с использованием различных методов струк-
турной оптимизации. В настоящий момент 
широкое распространение в этой области по-
лучил метод топологической оптимизации, 
позволяющий найти оптимальное распреде-
ление материала в заданной области в соот-
ветствии с поставленными задачами проек-
тирования [3, 4]. Вопросам рационального 
проектирования конструкций с использова-
нием этого метода посвящено множество ра-
бот, в том числе в области авиации и ракето-
строения [5–9], в частности, в которых ре-
шаются задачи оптимизации конструкций 
несущих поверхностей [10–18]. Так, напри-
мер, в работе [18] рассматривается задача оп-

тимального проектирования цельноповорот-
ного руля, функционирующего в условиях 
значительных тепловых нагрузок. Вместе с 
тем вопросы аэроупругой устойчивости не-
сущих поверхностей летательных аппаратов, 
в частности проектирования безопасных от 
флаттера конструкций аэродинамических ру-
лей, рассмотрены не в полной мере. 

В связи с этим возникает необходимость 
разработки алгоритма проектирования, позво-
ляющего создать конструкцию, отвечающую 
требованиям прочности, жесткости, аэро-
упругой устойчивости и минимума массы. 
Предлагается для решения поставленной за-
дачи использовать топологическую и пара-
метрическую оптимизацию. 
 
Постановка задачи топологической 
оптимизации 
 

Топологическая оптимизация представля-
ет собой процесс оптимизации конструкции 
на основе конечных элементов. Этот метод 
работает на основе поиска оптимального рас-
пределения материала, которое может опреде-
лять как внешние границы конструкции, так и 
параметры внутренних силовых элементов. 
Использование топологической оптимизации 
для проектирования конструкций предполага-
ет построение конечно-элементной модели, 
выбор граничных условий, целевой функции 
и ограничений. Задача определения рацио-
нального распределения материала при этом 
решается за счет присвоения каждому конеч-
ному элементу особых конструктивных пере-
менных, отражающих изменение жесткости 
и плотности материала в зависимости от при-
ложенной нагрузки. Таким образом, тополо-
гическая оптимизация является одним из ме-
тодов структурной оптимизации и позволяет 
получить оптимальную конструкцию с точки 
зрения заданной целевой функции и ограни-
чений на основе результатов статического 
или динамического анализа.  

Наибольшее распространение получил 
метод топологической оптимизации со 
штрафным параметром, позволяющий полу-
чить однозначное понимание о расположении 
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силовых элементов внутри области оптими-
зации за счет введения конструктивной пере-
менной «псевдоплотности»: 

 
 𝜂௘ ൌ ఘ೐

ఘబ
, 

 
где 𝜂௘ – параметр псевдоплотности, прини-
мающий значение от 0 до 1 (𝜂௘ ൌ 0 соответ-
ствует удалению материала; 𝜂௘ ൌ 1 – нали-
чию материала); 𝜌௘ – плотность элемента 𝑒; 
𝜌଴ – плотность материала конструкции. 

Связь матрицы жесткости ሾ𝐾଴ሿ конечного 
элемента 𝑒 и полной матрицы жесткости ሾ𝐾ሿ 
может быть описана как 

 

ሾ𝐾ሿ ൌ ෍ሺ𝜂௘ሻ௣ሾ𝐾଴ሿ,

ே೐

௘ୀଵ

 

 
где 𝑁௘ – количество элементов 𝑒 в области Ω, 
𝑝 – коэффициент штрафа, необходимый для 

округления значения плотности до ближай-
шего двоичного значения. Для конструкци-
онных материалов с коэффициентом Пуассо-
на близким к 0,3 рекомендуется значение 
𝑝 ൌ 3. 

При этом модуль упругости e-го элемента 
можно определить как 

 
 𝐸ሺ𝜂௘ሻ ൌ 𝐸୫୧୬ ൅ ሺ𝜂௘ሻ௣ሺ𝐸଴ െ 𝐸୫୧୬ሻ, 

 
где 𝐸଴ – модуль упругости материала; 𝐸୫୧୬  – 
модуль упругости при 𝜂௘  ൌ 0. 

Первым этапом оптимизации является 
определение целевых функций и ограниче-
ний. Одной из самых эффективных целевых 
функций при поиске оптимального решения 
является минимизация податливости кон-
струкции (или максимизация жесткости). За-
дачу минимизации податливости можно 
представить следующим образом: 

 
 

𝑐ሺ𝜃ሻ ൌ ሼ𝑢ሽ்ሾ𝐾ሿሼ𝑢ሽ ൌ ෍ሺ𝜂௘ሻ௣ሼ𝑢௘ሽ்ሾ𝐾଴ሿሼ𝑢௘ሽ

ே೐

௘ୀଵ

→ min
ఏ∈ஐ

, 

 
где ሼ𝑢ሽ – вектор смещения; ሼ𝑢௘ሽ – вектор уз-
лового перемещения элемента 𝑒; 𝜃 – один из 
возможных вариантов конструкции с распо-
ложением элементов 𝑒, полученным в ре-
зультате оптимизации области Ω.  

Таким образом, постановка задачи топо-
логической оптимизации для поиска опти-
мального распределения материала внутри 
области Ω, при условии обеспечения 
наибольшей жесткости (или наименьшей по-
датливости) при ограничении на итоговый 
объем конструкции, будет иметь вид 

 

⎩
⎪
⎪
⎨

⎪
⎪
⎧

min 𝑐ሺ𝜃ሻ ,
при условиях:

𝑉ሺ𝜃ሻ

𝑉଴
ൌ 𝑓ஐ;

ሼ𝐹ሽ ൌ ሺ𝐹ଵ, 𝐹ଶ, … , 𝐹௡ሻ;
𝜃 ∈ Ω;

0 ൏ 𝜂௘୫୧୬ ൑ 𝜂௘ ൑ 1  ሺ𝑒 ൌ 1, … , 𝑁௘ሻ,

 

где ሼ𝐹ሽ – вектор внешних нагрузок, действу-
ющих на конструкцию; 𝑉ሺ𝜃ሻ и 𝑉଴ – текущий 
и начальный объем конструкции, соответ-
ственно; 𝑓ஐ – целевой объем области оптими-
зации, устанавливаемый в качестве ограни-
чения; 𝜂௘୫୧୬ – минимальное значение плот-
ности элемента. 
 
Постановка задачи проектирования 
 

Объектом исследования является конструк-
ция аэродинамического руля. Она включает 
в себя внутренние силовые элементы, распо-
ложение которых на этапе формирования об-
лика БЛА является неизвестным, обшивку и 
способ закрепления, внешние габаритные раз-
меры которых, как правило, задаются в техни-
ческом задании на проектирование. Внешний 
вид и основные параметры исследуемой кон-
струкции представлены на рис. 1 и в табл. 1. 
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Так как одним из условий проектирования 
является наличие балансировочного носка 
в передней части руля, возникает необходи-
мость сформировать такой силовой каркас, 
который был бы рационален для балансиров 
с различными геометрическими параметра-
ми. Объем, занимаемый областью оптимиза-
ции, можно представить в виде 

 
 

 𝑉ஐ ൌ 𝑉общ െ 𝑉БН, 
 

где 𝑉общ – общий объем внутренней части 
аэродинамического руля; 𝑉БН – объем, зани-
маемый балансировочным носком. 

Геометрические параметры балансиро-
вочного носка определяются его шириной 

 
 

Рис. 1. Аэродинамический руль:  
a – геометрические параметры; б – схема нагружения 

Fig. 1. Aerodynamic rudder:  
a – geometric parameters; б – loading scheme 

 
Таблица 1 

Table 1 
Основные параметры руля 

Main parameters of the rudder 
 

Наименование параметра Обозначение Значение 

Бортовая хорда руля 𝑏 400 мм 
Концевая хорда руля 𝑏кон 344 мм 

Средняя хорда руля 𝑏ср
∗  372 мм 

Расстояние от передней кромки руля до оси вращения 𝑥ов 131 мм 
Размах консоли руля 𝑙 320 мм 
Углы стреловидности по передней и задней кромкам 𝜒ଵ, 𝜒ଶ 4°4´ 
Относительная толщина руля 𝑐 0,1 
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и внутренними размерами обшивки. Для удоб-
ства вводится дополнительный параметр сред-
ней ширины 𝑏ср. Для прямого носка этот пара-
метр имеет постоянное значение 𝑏ср ൌ 𝑏н 
(рис. 2, а). Для скошенного носка средняя ши-
рина определяется двумя параметрами: шири-
ной верхней и нижней части – 𝑏нк и 𝑏нб соот-
ветственно (рис. 2, б). Параметр средней шири-
ны для такого носка будет равен 𝑏ср ൌ ௕нкା ௕нб

ଶ
. 

Толщина обшивки выбирается постоянной ис-
ходя из технологических ограничений.  

Так как значение ширины и типа баланси-
ровочного носка на данном этапе является 
неизвестным, для формирования оптималь-
ного силового каркаса было проведено не-
сколько расчетных итераций. Для упрощения 
конечно-элементного анализа на этапе опти-
мизации выбран вариант с прямым носком 
с параметром 𝑏н = 30 мм для первого расчет-
ного случая и 𝑏н = 75 мм для второго расчет-
ного случая, что соответствует минимально-
му и максимальному значению носка. Огра-
ничение по объему составляло 15 % для 
𝑏н = 30 мм и 13 % для 𝑏н = 75 мм. 

Внутренняя область была аппроксимиро-
вана гексаэдрической расчетной конечно-
элементной сеткой, при этом количество 
элементов по оси Oy (рис. 1, б) было ограни-
чено до одного элемента с целью исключить 
переменную толщину силовых стенок в ре-

зультате оптимизации. Такое ограничение 
позволяет облегчить дальнейшую постобра-
ботку результата и повысить технологич-
ность конструкции. 

В качестве расчетного выбран режим по-
лета БЛА на высоте H = 2,5 км (плотность 
воздуха  = 0,96 кг/м3, скорость звука 
Vзв = 330 м/с)  с числом Маха М = 2,4. Для 
конечно-элементного анализа к конструкции 
руля прикладывалась сила 𝑁௬ ൌ 6000 Н, 
направление которой соответствует направ-
лению подъемный силы (рис. 1, б). Темпера-
тура нагрева конструкции составляла 200 ℃.  

В качестве конструкционных материалов 
для обшивки и внутреннего силового набора 
был выбран алюминиевый сплав, а для балан-
сировочного носка – сталь с целью обеспечения 
достаточного смещения центра масс конструк-
ции руля за счет большей плотности материала. 
Предел пропорциональности выбранного в ка-
честве материала силового каркаса алюминие-
вого сплава был принят σПЦ ൌ 200 МПа. 
 
Формирование  
конструктивно-силовой схемы 
по результатам оптимизации 
 

Численное моделирование проводилось 
в программном комплексе ANSYS Workbench. 
В результате решения задачи топологической 

 
 

Рис. 2. Расположение и параметры балансировочного носка:  
а – прямой носок; б – скошенный носок 

Fig. 2. The location and parameters of the trimmed nose:  
a – straight nose; б – tapered nose 
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оптимизации получено оптимальное распре-
деление материала в виде силового каркаса 
руля с учетом расположения внутри его кон-
струкции балансировочного носка с различным 
значением параметра 𝑏ср (рис. 3, а, б). В про-
цессе формирования (КТР) силовые схемы, по-
лученные для 𝑏н ൌ 30 мм и 𝑏н ൌ 75 мм, были 
наложены друг на друга и объединены таким 
образом, чтобы в будущую конструкцию были 
включены элементы со значением псевдо-

плотности 𝑥௜ ൒ 0,6 (рис. 3, в). В результате 
постобработки ширина основного централь-
ного силового элемента составила 28 мм, 
а ширина вспомогательных ребер – 14 мм. 
В итоге на основе силового каркаса, получен-
ного по результатам топологической оптими-
зации, и постобработки спроектировано КТР 
аэродинамического руля, отвечающее техно-
логическим ограничениям (рис. 3, г). 

 

 
 

Рис. 3. Формирование КТР по результатам топологической оптимизации:  
а, б – распределение материала в конструкции руля при 0,001 ൑ 𝜂௘ ൑ 1 для 𝑏н = 30 мм и 𝑏н = 75 мм 

соответственно; в – формирование силовой схемы внутреннего каркаса руля; г – результат постобработки 
Fig. 3. Formation of the structural and technological solution based on the results of topological optimization:  

a, б – distribution of material in the rudder structure at 0.001 ≤ ne ≤ 1 for bn = 30 mm and bn = 75 mm; в – formation of the 
structural layout of the inner rudder frame; г – the post-processing result 

 
 

 
Рис. 4. Результаты расчетов параметров напряженно-деформированного состояния: 

а – поля распределения эквивалентных напряжений; б – поля распределения глобальных перемещений 
Fig. 4. The calculation results of the stress-strain state parameters: 

a – the fields of equivalent stresses distribution; б – fields of global displacements distribution 
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Для предложенной конструкции был про-
веден анализ напряженно-деформированного 
состояния (НДС), результаты которого пока-
заны на рис. 4.  

В расчете рассматривались конструкции 
с разными параметрами балансировочного 
носка. Для носка прямого и скошенного типа 
были спроектированы КТР с максимальными 
и минимальными значениями 𝑏ср, которые 
выбирались с учетом технологических и мас-
совых ограничений. Анализ НДС показал, 
что прочностные характеристики получен-
ных КТР удовлетворяют условиям прочности 
для всех значений 𝑏ср, а максимальные зна-
чения эквивалентного напряжения σ୫ୟ୶ не 
превышают предела пропорциональности вы-
бранного материала. 

Удовлетворительные результаты предва-
рительных расчетов позволяют перейти к 
следующему этапу проектирования – опреде-
лению рационального типа балансировочного 
носка и значения 𝑏ср из условия аэроупругой 
устойчивости. 
 
Анализ аэроупругой устойчивости 
 

Для рассматриваемого руля, приводимого 
в действие рулевым приводом, в полете воз-
можно возникновение консольной и корпус-
но-рулевой форм флаттера. Как правило, на 
этапе решения задач проектирования, связан-
ных с определением рациональной структуры 
и параметров конструкции руля, отсутствуют 
достоверные оценки о частотах и коэффици-
ентах демпфирования системы «руль – при-
вод». В этих условиях при определении гра-
ниц флаттера принято варьировать искомые 
параметры системы, в первую очередь часто-
ту системы «руль – привод», называемую 
также частотой вращения руля. В отличие от 
собственной частоты крутильных колебаний, 
которая соответствует вращательным коле-
баниям жесткозащемленного руля, частота 
вращения характеризует вращательные коле-
бания руля в присутствии привода. При этом 

второй параметр системы «руль – привод» – 
эквивалентный коэффициент демпфирования 
(логарифмический декремент колебаний) 
принимают минимально возможным. 

Построение расчетной модели для иссле-
дования аэроупругих колебаний БЛА связано 
с выбором наиболее важных форм движения. 
Опыт решения задач аэроупругости говорит о 
том, что такими формами движения манев-
ренных БЛА являются изгибные и крутиль-
ные колебания рулей и изгибные колебания 
корпуса совместно с крыльями. Анализ ча-
стот собственных колебаний данных БЛА 
показывает, что заметное влияние на границы 
флаттера оказывают только низшие два тона 
изгибных колебаний корпуса. Таким образом, 
расчетная модель для исследования аэро-
упругих колебаний БЛА включает следую-
щие формы движения: изгибные и крутиль-
ные колебания рулей и изгибные колебания 
корпуса по первому и второму тонам. Коле-
бания низших тонов крыльев учитываются 
через изгибные колебания корпуса. Этой мо-
дели соответствует расчетная схема: свобод-
ная балка – корпус (с крыльями) несет на се-
бе другие балки – рули, упруго прикреплен-
ные к корпусу [19]. 

В качестве примера приведем основные 
соотношения многостепенной модели иссле-
дования флаттера БЛА, оснащенного аэроди-
намическими рулями с прямой осью враще-
ния, без учета колебаний крыльев. При по-
строении расчетной модели будем учитывать, 
что жесткость на вращения руля обычно на 
порядок ниже, чем у неподвижного закреп-
ленного руля (крутильная жесткость лопатки 
руля). Жесткость на вращение руля в основ-
ном определяется жесткостью его рулевого 
привода и механизма управления. Деформа-
ции самого же руля, как правило, малы, и его 
можно считать абсолютно жестким.  

С учетом принятой расчетной схемы 
уравнения движения свободного от связей 
упруго колеблющегося БЛА можно записать 
в виде системы дифференциальных уравне-
ний второго порядка: 

 
 ∑ ൫𝑚௜௝𝑞ሷ௝ ൅ ℎ௜௜𝑞ሶ௝ ൅ 𝑔௜௜𝑞௝ ൅ 𝑑௜௝𝑉𝑞ሶ௝ ൅ 𝑏௜௝𝑉ଶ𝑞௝൯ସ

௝ୀଵ ൌ 0, 𝑖 ൌ 1, 2, 3, 4, (1) 
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где 𝑚௜௝, 𝑔௜௜ – инерционные и жесткостные 
коэффициенты; ℎ௜௜, 𝑑௜௝ – коэффициенты кон-
струкционного и аэродинамического демп-
фирования; 𝑏௜௝ – коэффициенты аэродинами-

ческих сил; 𝑞௝ – обобщенные координаты; 
V – скорость аэродинамического потока. 

Коэффициенты 𝑚௜௝ вычисляются по фор-
мулам 

 
𝑚ଵଵ ൌ 2𝐽௫௫;  𝑚ଵଶ ൌ 𝑚ଶଵ ൌ െ2𝐽௫௭;   𝑚ଶଶ ൌ 2𝐽௭௭; 

 
𝑚ଵଷ ൌ 𝑚ଷଵ ൌ 2𝑆௫ψଵሺ𝑥଴ሻ ൅ 2𝐽௫௭ψሶ ଵሺ𝑥଴ሻ;   𝑚ଵସ ൌ 𝑚ସଵ ൌ 2𝑆௫ψଶሺ𝑥଴ሻ ൅ 2𝐽௫௭ψሶ ଶሺ𝑥଴ሻ; 

 
𝑚ଶଷ ൌ 𝑚ଷଶ ൌ െ2𝑆௭ψଵሺ𝑥଴ሻ െ 2𝐽௭௭ψሶ ଵሺ𝑥଴ሻ;    𝑚ଶସ ൌ 𝑚ସଶ ൌ െ2𝑆௭ψଶሺ𝑥଴ሻ െ 2𝐽௭௭ψሶ ଶሺ𝑥଴ሻ; 

 

𝑚ଷଷ ൌ න 𝑚кሺ𝑥ሻψଵ
ଶሺ𝑥ሻ𝑑𝑥

௟к

଴
;    𝑚ଷସ ൌ 𝑚ସଷ ൌ 0;   𝑚ସସ ൌ න 𝑚кሺ𝑥ሻψଶ

ଶሺ𝑥ሻ𝑑𝑥
௟к

଴
, 

 
где 𝐽௫௫, 𝐽௭௭, 𝐽௫௭ и 𝑆௫, 𝑆௭ – моменты инерции 
и статические моменты руля вокруг осей Ox и 
Oz (рис. 1, б);   ψଵሺxሻ, ψଶሺxሻ – форма прогибов 
оси корпуса БЛА при его деформациях по пер-
вому и второму тону соответственно; 𝑙к, 
𝑚кሺ𝑥ሻ – длина и погонная масса корпуса БЛА; 
x0 – координата пересечения оси вращения ру-
ля с корпусом (отсчитывается от носа корпуса). 

Нормировку форм изгибных колебаний 
корпуса удобно вести так, чтобы производ-
ные форм ψሶ ଵሺ𝑥଴ሻ ൌ ψሶ ଶሺ𝑥଴ሻ ൌ 1. 

Коэффициенты 𝑔௜௜ определяются по соот-
ветствующим парциальным частотам колеба-
ний ω௜: 

 

 𝑔௜௜ ൌ 𝑚௜௜ω௜
ଶ ൌ 𝑚௜௜ሺ2𝜋𝑓௜ሻଶ;  𝑖 ൌ 1, 2, 3, 4, 

 

где 𝑓ଵ – частота изгибных колебаний руля 
(при неподвижном корпусе); 𝑓ଶ – частота 
вращения руля (в общем случае определяется 
с учетом жесткости механизма управления, 
рулевого привода и его крепления); 𝑓ଷ, 𝑓ସ – 
частоты изгибных колебаний корпуса по пер-
вому и второму тонам соответственно. 

Коэффициенты ℎ௜௜ определяются через 
соответствующие частоты колебаний 𝜔௜ и 
логарифмические декременты колебаний 𝜈௜: 

 
 ℎ௜௜ ൌ ఔ೔

గఠ೔
𝑔௜௜ ൌ 2𝜈௜𝑓௜𝑚௜௜. 

 
Коэффициенты 𝑏௜௝ вычисляются по фор-

мулам 
 

 𝑏ଵଵ ൌ 0; 𝑏ଵଶ ൌ 𝑏ሜଵଶ; 𝑏ଵଷ ൌ െ𝑏ሜଵଶ; 𝑏ଵସ ൌ െ𝑏ሜଵଶ; 
 𝑏ଶଵ ൌ 0; 𝑏ଶଶ ൌ 𝑏ሜଶଶ; 𝑏ଶଷ ൌ െ𝑏ሜଶଶ; 𝑏ଶସ ൌ െ𝑏ሜଶଶ; (2) 

 
𝑏ଷଵ ൌ 0; 𝑏ଷଶ ൌ െ𝑏ሜଶଶ െ 𝑏ሜଷଷψଵሺ𝑥଴ሻ; 𝑏ଷଷ ൌ 𝑏ሜଶଶ ൅ 𝑏ሜଷଷψଵሺ𝑥଴ሻ;  𝑏ଷସ ൌ 𝑏ሜଶଶ ൅ 𝑏ሜଷଷψଵሺ𝑥଴ሻ; 

 

𝑏ସଵ ൌ 0; 𝑏ସଶ ൌ െ𝑏ሜଶଶ െ 𝑏ሜଷଷψଶሺ𝑥଴ሻ;  𝑏ସଷ ൌ 𝑏ሜଶଶ ൅ 𝑏ሜଷଷψଶሺ𝑥଴ሻ;  𝑏ସସ ൌ 𝑏ሜଶଶ ൅ 𝑏ሜଷଷψଶሺ𝑥଴ሻ. 
 
Коэффициенты 𝑑௜௝ вычисляются по формулам 
 

 𝑑ଵଵ ൌ 𝑑ሜଵଵ; 𝑑ଵଶ ൌ 𝑑ሜଵଶ; 𝑑ଵଷ ൌ െ𝑑ሜଵଶ െ 𝑏ሜଵଶψଵሺ𝑥଴ሻ; 𝑑ଵସ ൌ െ𝑑ሜଵଶ െ 𝑏ሜଵଶψଶሺ𝑥଴ሻ;  
 𝑑ଶଵ ൌ 𝑑ሜଶଵ; 𝑑ଶଶ ൌ 𝑑ሜଶଶ; 𝑑ଶଷ ൌ െ𝑑ሜଶଶ െ 𝑏ሜଶଶψଵሺ𝑥଴ሻ; 𝑑ଶସ ൌ െ𝑑ሜଶଶ െ 𝑏ሜଶଶψଶሺ𝑥଴ሻ; 
 𝑑ଷଵ ൌ 𝑑ሜଷଶψଵሺ𝑥଴ሻ െ 𝑑ሜଶଵ; 𝑑ଷଶ ൌ െ𝑑ሜଶଶ െ 𝑑ሜଷଷψଵሺ𝑥଴ሻ;  (3) 
 𝑑ଷଷ ൌ 𝑑̅ଷଷψଵሺ𝑥଴ሻ ൅ 𝑏തଷଷ൫ψଵሺ𝑥଴ሻ൯

ଶ
൅ 𝑑̅ଶଶ ൅ 𝑏തଶଶψଵሺ𝑥଴ሻ; 

 
𝑑ଷସ ൌ 𝑑ሜଷଷψଵሺ𝑥଴ሻ ൅ 𝑏ሜଷଷψଵሺ𝑥଴ሻψଶሺ𝑥଴ሻ ൅ 𝑑ሜଶଶ ൅ 𝑏ሜଶଶψଶሺ𝑥଴ሻ; 𝑑ସଵ ൌ 𝑑ሜଷଶψଶሺ𝑥଴ሻ െ 𝑑ሜଶଵ; 

 

𝑑ସଶ ൌ െ𝑑ሜଶଶ െ 𝑑ሜଷଷψଶሺ𝑥଴ሻ; 𝑑ସଷ ൌ 𝑑ሜଷଷψଶሺ𝑥଴ሻ ൅ 𝑏ሜଷଷψଵሺ𝑥଴ሻψଶሺ𝑥଴ሻ ൅ 𝑑ሜଶଶ ൅ 𝑏ሜଶଶψଵሺ𝑥଴ሻ; 
 

𝑑ସସ ൌ 𝑑ሜଷଷψଶሺ𝑥଴ሻ ൅ 𝑏ሜଷଷሺψଶሺ𝑥଴ሻሻଶ ൅ 𝑑ሜଶଶ ൅ 𝑏ሜଶଶψଶሺ𝑥଴ሻ. 
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Коэффициенты 𝑏ሜଵଶ, 𝑏ሜଶଶ, 𝑏ሜଷଷ, 𝑑ሜଵଵ, 𝑑ሜଵଶ, 𝑑ሜଶଵ,
𝑑ሜଶଶ, 𝑑ሜଷଶ, 𝑑ሜଷଷ, входящие в выражения (2), (3), 
определяются по формулам для двух рулей 

с прямой осью вращения при неподвижном 
корпусе: 

 
 

 𝑏ሜଵଶ ൌ െ𝜌𝑐௬
ఋ ׬ 𝑏𝑧𝑑𝑧

௟ା௭బ

௭బ
; 𝑏ሜଶଶ ൌ െ𝜌𝑐௬

ఋ ׬ 𝑏ଶሺ𝑥̄଴ െ 𝑥̄ிሻ𝑑𝑧
௟ା௭బ

௭బ
; 𝑏ሜଷଷ ൌ 𝜌𝑐௬

ఋ ׬ 𝑏𝑑𝑧
௟ା௭బ

௭బ
;  (4) 

 
 𝑑ሜଵଵ ൌ 𝜌𝑐௬

ఋ ׬ 𝑏𝑧ଶ𝑑𝑧
௟ା௭బ

௭బ
; 𝑑ሜଵଶ ൌ 𝜌𝑐௬

ఋ ׬ 𝑏ଶ𝑥̄௠𝑧𝑑𝑧
௟ା௭బ

௭బ
; 𝑑ሜଶଵ ൌ 𝜌𝑐௬

ఋ ׬ 𝑏ଶሺ𝑥̄଴ െ 𝑥̄ிሻ𝑧𝑑𝑧
௟ା௭బ

௭బ
;  (5) 

 
 𝑑ሜଶଶ ൌ 𝜌𝑐௬

ఋ ׬ 𝑏ଷ𝑥̄௠ሺ𝑥̄଴ െ 𝑥̄ிሻ𝑑𝑧 ൅
௟ା௭బ

௭బ
𝜌𝑘଴ ׬ 𝑏ଷ𝑑𝑧

௟ା௭బ

௭బ
; 𝑑ሜଷଶ ൌ െ𝑏ሜଵଶ; 𝑑ሜଷଷ ൌ 𝑏ሜଶଶ, 

 
где  – плотность воздуха; 𝑐௬

ஔ – производная 
коэффициента подъемной силы по углу от-
клонения руля 𝛿; b, l – хорда и размах руля; 
𝑧଴ – расстояние от места закрепления вала 
руля до бортовой хорды руля; z – расстояние 
от оси Ox до рассматриваемого хордового 
сечения руля; 𝑥̄଴ – расстояние от носка руля 
до оси вращения, отнесенное к хорде руля; 
𝑥̄ி – расстояние от носка руля до аэродина-
мического фокуса, отнесенное к хорде руля. 

Величины 𝑥̄௠ и 𝑘଴ зависят от характера 
обтекания и имеют вид: 

дозвуковой поток 
 
 

 𝑥̄௠ ൌ 𝑥̄଴ െ 𝑥̄ி െ ଵ

ଶ
, 𝑘଴ ൌ గ

଼
;  (6) 

 
сверхзвуковой поток  

 
 

 𝑥̄௠ ൌ 𝑥̄଴ െ 𝑥̄ி, 𝑘଴ ൌ ଵ

ଵଶ
𝑐௬

ஔ.  (7) 
 
Величины 𝑐௬

δ  и 𝑥̄ி, входящие в выражения 
(4)–(7), определяются расчетным или экспе-
риментальным путем.  

Приведенная математическая модель со-
держит четыре обобщенные координаты 
и позволяет исследовать флаттер БЛА в це-
лом, в том числе консольную и корпусно-
рулевую формы флаттера. Используемый в 
этой модели подход к исследованию флатте-
ра является наиболее общим и состоит в по-
строении годографа скорости – зависимости 
комплексных частот 𝑆௜ ൌ 𝛿௜ ൅ 𝑖𝜔௜, 𝑖 ൌ 1, … , 4 
(представляющих собой решение проблемы 
собственных значений системы уравнений (1)) 
от скорости аэродинамического потока V. 
Далее по годографу скорости на границе 

устойчивости (𝛿௟ ൌ 0, 𝛿௟ ∈ 𝛿௜, 𝑖 ൌ 1, … , 4) 
определяются параметры флаттера: критиче-
ская скорость Vкр и круговая частота флатте-
ра 𝜔фл (частота флаттера 𝑓фл). 

Задача оптимального проектирования ру-
ля, отвечающего требованию аэроупругой 
устойчивости, решалась итерационным мето-
дом в соответствии со схемой, представлен-
ной на рис. 5. Целью данной задачи является 
определение оптимальных параметров носка, 
играющего роль противофлаттерного балан-
сира. Критерием оптимальности выступает 
минимум массы руля.  

С целью получения количественных оце-
нок параметров противофлаттерного балан-
сира рассмотрим исследование флаттера кон-
струкции проектируемого руля в составе 
БЛА. Гипотетический маневренный БЛА 
(рис. 6, а) выполнен по нормальной аэроди-
намической схеме и имеет аэродинамические 
органы управления – цельноповоротные ру-
ли. Массово-инерционные и жесткостные ха-
рактеристики корпуса БЛА, необходимые для 
расчета корпусно-рулевых форм флаттера, 
представлены на рис. 6, б: распределенные по 
длине БЛА жесткости (кривые 1) и массы 
(кривые 2). На рис. 6, в показаны формы соб-
ственных изгибных колебаний БЛА: первого 
тона – кривая 1 и второго тона – кривая 2, 
соответствующие собственным частотам из-
гибных колебаний по первому и второму то-
ну f3 = 39,5 Гц и f4 = 96,7 Гц. 

Аэродинамические характеристики руля 
находились в зависимости от числа М в соот-
ветствии с его геометрическими параметра-
ми: удлинением, сужением, углом стрело-
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видности по линии средних хорд и относи-
тельной толщиной профиля, по зависимо-
стям, представленным в книге [20]. Исходные 
данные по расчетному режиму сведены 
в табл. 2. 

В рамках решения задачи оптимизации 
конструкции руля по условию аэроупругой 
устойчивости (рис. 5) расчет на флаттер про-
водился для двух вариантов КТР, имеющих 
прямой и скошенный балансировочные носки 
(рис. 2). В первом случае значения 𝑏н варьи-
ровались от 30 до 75 мм с шагом 5 мм. Во 
втором случае, чтобы обеспечить меняющу-
юся по линейному закону форму балансиро-
вочного носка, значения 𝑏нб  варьировались с 
шагом 2 мм, а 𝑏нк – с шагом 5 мм. Для каждо-
го варианта КТР аэродинамического руля с 
разными параметрами балансировочного 
носка были определены значения моментов 
инерции, статических моментов, частот изги-
бных и крутильных колебаний руля. В табл. 3 
приведены значения указанных характери-
стик для минимальных и максимальных зна-

чений параметров балансировочного носка 
прямого и скошенного типа.  

Сравнивая возможность возникновения 
консольной и корпусно-рулевой форм флат-
тера, отметим, что вследствие высокой часто-
ты крутильных колебаний рассматриваемого 
руля более вероятной формой возникновения 
флаттера в полете является корпусно-рулевая 
форма. Исследование флаттера проводим с 
использованием описанной выше многосте-
пенной модели при различных значениях ча-
стоты системы «руль – привод» (частоты 
вращения руля) в диапазоне от 25 до 500 Гц. 
Логарифмические декременты колебаний ру-
лей и корпуса 𝜈௜ (𝑖 ൌ 1, . . . , 4) принимались 
равными 0,05. 

Результаты исследования флаттера с ис-
пользованием многостепенной модели для 
расчетного режима полета БЛА в виде зави-
симости критической скорости Vкр и частоты 
флаттера 𝑓фл от средней ширины балансиро-
вочных носков для двух вариантов рулей – с 
постоянной и переменной шириной носка 

 
Рис. 5. Схема решения задачи параметрической оптимизации конструкции руля  

по условию аэроупругой устойчивости 
Fig. 5. A scheme for solving the problem of parametric optimization of the rudder design according  

to the condition of aeroelastic stability 
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представлены на рис. 7. На рис. 7, а дополни-
тельно пунктирной линией изображена пря-
мая, соответствующая допускаемой скорости 
полета: 
 

𝑉max ൌ 1,2 𝑉, 
 

где V – скорость БЛА, соответствующая расчет-
ному режиму полета (𝑉 ൌ M ⋅ 𝑉зв ൌ 792 м/с); 

 
 

Рис. 6. Гипотетический БЛА: а – общий вид БЛА; б – распределение масс и жесткостей БЛА;  
в – формы собственных изгибных колебаний БЛА по первому и второму тону 

Fig. 6. Hypothetical UAV: a – the general UAV appearance; б – UAV masses and rigidity distribution;  
в – the shapes of the first and second mode UAV free bending oscillations 

 
Таблица 2

Table 2 
Параметры режима полета 

Flight mode parameters 
 

Число Маха 
M 

Производная коэффициента подъемной 
силы по углу отклонения руля 𝒄𝒚

𝜹, 1/рад 
Координата аэродинамического 

фокуса 𝒙𝑭, м 
2,4 1,63 0,19 
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1,2 – коэффициент безопасности. Допускае-
мая скорость полета БЛА 𝑉max равна 
950,4 м/с. 

Как следует из графиков, показанных на 
рис. 7, б, частоты флаттера близки к частоте 
первого тона изгибных колебаний корпуса 
БЛА, что говорит о потенциальной возмож-
ности возникновения корпусно-рулевой фор-
мы флаттера, обусловленной взаимодействи-
ем в аэродинамическом потоке вращательных 
колебаний руля с изгибными колебаниями 
корпуса по первому тону.  

Как следует из представленных графиков 
зависимостей критической скорости Vкр 

от средней ширины носка, оптимальными 
по массе являются рули с противофлаттер-
ными балансирами в виде усиленной перед-
ней кромки шириной 𝑏ср ൌ 𝑏н ൌ 𝑏ଶ ൌ 66 мм 
в первом случае (постоянный по ширине но-
сок) и средней шириной 𝑏ср ൌ 𝑏ଵ ൌ 58 мм 
(𝑏нб ൌ 46 мм; 𝑏нк ൌ 70 мм) во втором случае 
(переменный по ширине носок) (рис. 7, а). 
В соответствии с полученными характери-
стиками балансировочных носков было уста-
новлено, что масса оптимального с точки 
зрения аэроупругой устойчивости руля с пе-
ременной передней кромкой на 7 % ниже 
массы руля с прямой передней кромкой. 

Таблица 3
Table 3 

Характеристики руля с балансировочным носком 
Characteristics of the rudder with the trimmed nose 

 
 𝑱𝒙𝒙, 

кг ⋅ мм² 
𝑱𝒛𝒛, 

кг ⋅ мм² 
𝑱𝒙𝒛, 

кг ⋅ мм² 
𝑺𝒙, 

кг ⋅ мм 
𝑺𝒛 

кг ⋅ мм 
𝒇𝟏, Гц 𝒇𝟐, Гц 

Для прямого балансировочного носка 
𝒃ср

𝒎𝒊𝒏 ൌ 𝟑𝟎 мм 190606,4 61870,8 32005,5 193,0 883,9 266,9 453,5 
𝒃ср

𝒎𝒂𝒙 ൌ 𝟕𝟓 мм 265645,7 73110,6 8579,5 44,0 1230,4 236,3 411,1 
 Для скошенного балансировочного носка 

𝒃ср
𝒎𝒊𝒏 ൌ 𝟑𝟑, 𝟓 мм 195320,9 62763,8 30217,3 183,5 903,9 264,7 446,1 
𝒃ср

𝒎𝒂𝒙 ൌ 𝟔𝟓 мм 258657,9 70379,2 12158,6 83,9 1173,6 235,0 409,0 
 
 

 
 

Рис. 7. Результаты исследования флаттера:  
а, б – зависимость критической скорости и частоты флаттера от параметров балансировочного носка 

соответственно 
Fig. 7. The results of the flutter study:  

a, б – the dependence of the critical flutter speed and frequency on the trimmed nose parameters  
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В качестве примера на рис. 8 представле-
на зависимость критической скорости флат-
тера от частоты вращения руля с переменной 
шириной носка 46–70 мм, близкого к опти-
мальному. На данном графике отчетливо 
видно обозначенное выше аэроупругое взаи-
модействие вращательных колебаний руля с 
изгибными колебаниями корпуса по первому 
тону (область, очерченная кривой 1), а также 
взаимодействие вращения руля со вторым 
тоном изгибных колебаний корпуса (область, 
очерченная кривой 2). 

 

 
 

Рис. 8. Зависимость критической скорости флаттера 
от частоты вращения руля с переменной шириной 

балансировочного носка 46–70 мм 
Fig. 8. The dependence of the critical flutter velocity on 
the rotational rudder frequency with a variable width of 

the trimmed nose 46–70 mm 
 
Оценка достоверности результатов 
 

В процессе перехода от силового каркаса, 
близкого к оптимальному по критерию ми-
нимума массы и удовлетворяющего требова-
ниям прочности и жесткости, к рационально-
му КТР конструкция руля подвергается не-
значительным изменениям, которые не при-
водят к существенному изменению его мас-
сы. По результатам постобработки результата 
оптимизации с учетом технологических тре-
бований и ограничений масса руля возросла 
лишь на 5% по сравнению с массой руля с 
исходным силовым каркасом.  

Заключительным этапом решения задачи 
проектирования рациональной конструкции 
руля является нахождение оптимальных 
формы и параметров балансировочного носка 

(выполняющего роль противофлаттерного 
балансира), которые обеспечивают выполне-
ние требований аэроупругой устойчивости и 
минимальной массы руля. Реализация требо-
ваний аэроупругой устойчивости потребова-
ла увеличения массы руля еще на 19 %. 

В целом масса рациональной конструк-
ции, отвечающей требованиям прочности, 
жесткости, аэроупругой устойчивости, а так-
же технологическим требованиям и ограни-
чениям, возросла на 25 % по сравнению с 
массой начального силового каркаса, найден-
ного в результате решения задачи топологи-
ческой оптимизации с использованием про-
граммного комплекса мирового уровня 
ANSYS Workbench. Этот факт свидетель-
ствует об обоснованности предлагаемого 
подхода и достоверности получаемых ре-
зультатов проектирования рациональной 
конструкции аэродинамического руля. 
 
Выводы 
 

Поставлена задача проектирования раци-
онального конструктивно-технологического 
решения руля, отвечающего требованиям 
прочности, жесткости, аэроупругой устойчи-
вости и минимума массы. Для ее решения 
предложен алгоритм проектирования аэроди-
намического руля с использованием тополо-
гической и параметрической оптимизации. 

Определены основные параметры области 
проектирования и балансировочного носка, 
необходимые для топологической оптимиза-
ции. По результатам оптимизации проведена 
постобработка и предложено конструктивно-
технологическое решение, объединяющее в 
себе силовые схемы с постоянной и перемен-
ной шириной балансировочного носка. Про-
веден анализ напряженно-деформированного 
состояния, показавший, что спроектирован-
ная конструкция отвечает требованиям проч-
ности для заданного расчетного случая. 

Предложена схема решения задачи пара-
метрической оптимизации руля по условию 
аэроупругой устойчивости. В рамках реше-
ния данной задачи проведено исследование 
флаттера с использованием многостепенной 
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модели, позволяющей исследовать рулевые и 
корпусно-рулевые формы флаттера БЛА, 
оснащенного проектируемыми аэродинами-
ческими рулями. Определены оптимальные 
значения параметров балансировочного нос-
ка из условия минимума массы для двух ва-
риантов рулей: с постоянной и переменной 
шириной балансировочного носка. 
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