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Аннотация: Рассматриваются вопросы обеспечения достоверности конечно-элементных моделей (КЭМ) фюзеляжа в 
зоне выреза под люк на ранних стадиях проектирования летательного аппарата. Сформулированы цель и задачи 
исследования. Для оценки достоверности математических моделей подобраны объекты, имеющие эталоны. Обсуждаются 
методы экспериментальных исследований и средства измерений. Приводятся результаты сравнительного анализа 
численного эксперимента с аналитическими решениями и данными натурных экспериментов. Для валидации КЭМ 
конструкций определены проверяемые характеристики и типы их проверки. Результаты исследования содержат 
обсуждение влияния подробности конечно-элементной сетки на коэффициент концентрации напряжений, адекватности 
моделирования поля напряжений и деформаций в окрестности выреза, учета нелинейности в расчетах на прочность 
конструкций с концентрацией напряжений. Особое внимание в работе уделено анализу моделирования каркасированной 
цилиндрической оболочки с большим прямоугольным вырезом, для которой выполнены натурные испытания 
сотрудниками ЦАГИ. Анализируются деформации силовых шпангоутов, ограничивающих вырез в цилиндрической 
оболочке, касательные и эквивалентные напряжения в обшивке, нормальные напряжения в стрингерах на пересечении с 
силовым шпангоутом, смещения сечений шпангоутов в контрольных точках. По результатам исследования 
сформулированы рекомендации для моделирования тонкостенных конструкций фюзеляжа в зоне большого выреза, 
обеспечивающие выполнение расчетов с инженерной точностью.     
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Abstract: The issues of ensuring the reliability of the finite element models (FEM) of the fuselage in the hatch cutout zone are 
considered at the early aircraft design stages. The purpose and tasks of research are formulated. To assess the reliability of 
mathematical models, the objects with standards were selected. The methods of experimental research and measuring instruments 
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are discussed. The results of a comparative analysis of the numerical experiment with analytical solutions and full-size experiments 
data are presented. For the validation of FEM structures, the checkable characteristics and types of their verification are determined. 
The results of this research contain a discussion of the impact of finite element mesh details on a stress concentration factor, an 
adequacy of modeling the stress and strain field in the vicinity of the cutout and taking into account a nonlinearity in strength 
calculations of structures with stress concentration. This paper focuses on the analysis of modeling a framed cylindrical shell with a 
large rectangular cutout, for which full-size tests were conducted by TSAGI researchers. Strains of strong frames, limiting the 
cutout in a cylindrical shell, shearing and equivalent stress in the skin, normal stresses in stringers at the intersection with the strong 
frame, displacements of strong frames cross-sections at test points are analyzed. Based on the results of this research, the 
recommendations for modeling thin-walled fuselage structures in the vicinity of a large cutout, ensuring the performance of 
calculations with engineering accuracy were formulated.    
 
Key words: validity estimation, edge former of cutout, hatch, stress concentration, numerical experiment, analytical solution, full-
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Введение 
 

Фюзеляжи летательных аппаратов осна-
щаются люками различных размеров. Боль-
шие вырезы в конструкции фюзеляжа нару-
шают регулярность каркаса, приводят к по-
явлению депланации сечений, существенных 
изгибающих моментов вдоль контуров выре-
зов и концентраторов напряжений в элемен-
тах конструкции. Необходимость достовер-
ного исследования этих эффектов предъявля-
ет специфические требования к параметрам 
функциональных математических моделей, 
разрабатываемых уже на ранних стадиях 
проектирования летательных аппаратов. 

В проектировании авиационной техники 
важной задачей является отыскание рацио-
нальной окантовки фюзеляжа в зоне выреза 
под люк1. На весовую эффективность упру-
гой системы в этой зоне влияет выбор сило-
вой схемы конструкции [1, 2], формируемой 
на основе топологической оптимизации с 
учетом требований прочности, жесткости, 
устойчивости и ресурса [3–5]. Подробное ис-
следование области поиска в итерационном 
процессе оптимизации возможно на основе 
достижения компромисса между точностью и 
эффективностью расчетов переменных со-
стояния конструкции, выполняемых на мате-
матических моделях.  

                                                           
1  МС-21 – передовые технологии, воплощенные в са-

молет // Крылья Родины. 2016. № 6. С. 10−23. 

В настоящей статье рассматриваются во-
просы обеспечения достоверности конечно-
элементных моделей (КЭМ) фюзеляжей 
в зонах больших вырезов. Численные рас-
четы проведены в программной среде 
NASTRAN [6]. 
 
Методы и методология 
исследования 
 

Цель исследования − проверить адекват-
ность математического моделирования ци-
линдрических оболочек типа «фюзеляж» в 
зоне большого выреза, сформулировать ре-
комендации по разработке КЭМ подобных 
конструкций. Сущность проводимого экспе-
римента заключается в сравнении результа-
тов, полученных на математических моделях 
специально подобранных объектов, с этало-
нами.   

Задачи анализа достоверности математи-
ческих моделей, решаемые в работе:  

1) исследовать влияние подробности сет-
ки модели на коэффициент концентрации 
напряжений Kσ [7, 8] на контуре выреза в 
КЭМ и определить точность полученных ре-
зультатов;  

2)  оценить адекватность моделирования 
поля напряжений и деформаций в окрестно-
сти выреза;  

3)  проверить целесообразность учета не-
линейного поведения конструкции в зоне 
большого выреза.   
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Объекты исследования, имеющие этало-
ны, выбраны с использованием принципа «от 
простого к сложному»:  

А – бесконечная полоса с круглым отвер-
стием [7, 8];   

Б – бесконечная пластина с большим пря-
моугольным отверстием с закругленными уг-
лами [9], размеры отверстия подобраны с 
учетом рекомендаций С.М. Егера [10] для 
проектирования аварийного выхода маги-
стрального пассажирского самолета [11]. 
Пластина считается «бесконечной», если ши-
рина растянутой полосы превышает пяти-
кратный размер диаметра отверстия [8];  

В – каркасированная цилиндрическая 
оболочка типа «фюзеляж» с большим прямо-
угольным вырезом [12].  

Характеристики исследуемых объектов 
представлены на рис. 1.  

В настоящем исследовании результаты 
численного моделирования объекта А срав-
ниваются с данными натурного эксперимен-
та [7], а также с известным теоретическим 
решением [8].  

Эталоном для объекта Б является точное 
аналитическое решение [9]. 

Объект В исследуется на случай нагруже-
ния крутящим моментом. Результаты чис-
ленных расчетов сравниваются с данными 
натурного эксперимента, выполненного в 
ЦАГИ [12]. Выбор расчетного случая нагру-
жения конструкции объясняется тем, что 
каркасированная оболочка, имеющая на 
участке выреза незамкнутое поперечное се-

 
Рис. 1. Исследуемые объекты для оценки достоверности математических моделей фюзеляжа в зоне выреза  
Fig. 1. Objects under study to assess the reliability of the mathematical fuselage models in the vicinity of a cutout  
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чение, характеризуется низкой жесткостью 
на кручение, большими градиентами дефор-
маций и внутренних усилий. 
 
Методы исследования 
 
1. Методы натурного эксперимента  

1.1. Метод фотоупругости. Данный ме-
тод обладает достаточной точностью, про-
стотой и наглядностью [13]. Метод фото-
упругости эффективно используется при 
определении концентрации напряжений на 
прозрачных моделях в зоне отверстий для 
тонких пластин, изготовленных из изотроп-
ных материалов с высокой оптической чув-
ствительностью [14]. Метод применяется для 
исследования объекта А. 

1.2. Метод тензометрии. Тензометриче-
ский метод измерения деформаций подробно 
рассмотрен в [13]. Он применяется для ис-
следования объекта В. Согласно методике 
натурного эксперимента [12] при исследова-
нии опытной каркасированной цилиндричес-
кой оболочки проводится измерение дефор-
маций стрингеров и обшивки с использова-
нием проволочных тензометров. Опытная 
оболочка с вырезом содержит 630 тензомет-
ров. Для анализа поведения стрингеров испо-
льзуются тензодатчики ДК-25, для обшивки с 
обеих сторон применяются тензодатчики ти-
па ДК-10. При нагружении опытной оболоч-
ки регистрация показаний тензодатчиков 
осуществляется с использованием электрон-
ных измерителей деформаций ЭИД-1, ЭИД-3. 
В результате проведения испытаний изме-
ренные в определенных элементах конструк-
ции нормальные и касательные напряжения 
усреднялись. 
2. Методы модельного эксперимента  

2.1. Аналитический метод. В работе [9] 
на основе статистической обработки данных 
из литературных источников получены урав-
нения для определения Kσ. Погрешность ап-
проксимации уравнений [9] не превышает 
5 %. Метод применяется для исследования 
объекта Б. 

2.2. Численный метод. Численный анализ 
рассматриваемых объектов осуществляется 

методом конечных элементов в среде систе-
мы NASTRAN [6]. Моделирование тонко-
стенных объектов А и Б, а также оболочки 
и стенок шпангоутов в объекте В осуществ-
ляется элементами PLATE. Моделирование 
поясов шпангоутов выполняется элементами 
ROD, стрингеров − элементами BEAM. Для 
измерения Kσ на контуре выреза в численных 
моделях применяется прием [15], который 
заключается в размещении вдоль длины кон-
тура выреза последовательности стержневых 
индикаторных элементов ROD малой жест-
кости. Для оболочечных элементов опреде-
ление эквивалентных напряжений осуществ-
ляется по теории прочности Генки – Губера − 
Мизеса. 
 
Результаты исследования 
 
Оценка влияния подробности сетки 
на коэффициент концентрации 
напряжений   
 

Объект А. Рассматривается равномерное 
растяжение вдоль оси Y с усилиями 
P = 40,3 Н/мм бесконечной полосы [7, 8], 
называемой далее пластиной. Пластина имеет 
толщину 6,05 мм и изготовлена из материала 
бакелит BT-61-893 со следующими характе-
ристиками: модуль упругости E = 4246,3 МПа, 
коэффициент Пуассона μ = 0,365.  

Исследуется вопрос о влиянии сгущения 
сетки КЭМ на расчетные значения Kσ. Сте-
пень подробности сетки оценивается на ос-
нове числа элементов вдоль контура отверс-
тия Nв. Также оценивается минимально необ-
ходимое количество рядов конечных элемен-
тов правильной формы в зоне концентрации 
напряжений. Под правильной формой в плане 
в случае двумерных конечных элементов по-
нимается квадрат, прямоугольник или близ-
кие к ним фигуры [15]. На рис. 2 показаны 
результаты численных расчетов, теоретичес-
кие и экспериментальные значения Kσ.   

Установлено, что для получения досто-
верных результатов в КЭМ необходимо 
обеспечить хотя бы один ряд конечных эле-



Научный Вестник МГТУ ГА Том 26, № 04, 2023
Civil Aviation High Technologies Vol. 26, No. 04, 2023
 

68 

ментов правильной формы в зоне концентра-
ции напряжений. Приемлемая точность рас-
четов достигается при использовании в КЭМ 
более 100 конечных элементов на контуре 
отверстия пластины. При выполнении этих 
условий наибольшая погрешность определе-
ния нормальных напряжений в элементах 
пластины составляет 3,7 %, а максимальных 
касательных напряжений – не более 5%. 

Объект Б. Рассматривается растяжение 
бесконечной пластины толщиной δ = 1 мм, 
содержащей прямоугольное отверстие с за-
кругленными углами. Характеристики испо-
льзуемого конструкционного материала пла-
стины: модуль Юнга E = 70 000 МПа, коэф-
фициент Пуассона μ = 0,3.  

Значение Kσ для заданной пластины, най-
денное на основе аналитического решения по 
формулам [9], составляет 3,543. Численное 
значение Kσ на контуре отверстия на основе 

линейного статического анализа КЭМ конс-
трукции равно 3,799.  

Далее исследуется вопрос о выборе числа 
рядов элементов правильной формы вокруг 
отверстия. Разница значений Kσ, полученных 
на КЭМ с одним и двумя рядами элементов 
правильной формы в зоне концентрации на-
пряжений, составляет не более 0,1 %.  
 

Оценка адекватности моделирования поля 
напряжений и деформаций в окрестности 
выреза   
 

Объект А. Сравнивается качественный ха-
рактер визуализации данных натурного экспе-
римента [7] с результатами численного реше-
ния. На рис. 3 показаны картины распределе-
ния наибольших касательных напряжений для 
интерференционных полос, полученных мето-

 
 

Рис. 2. Зависимость коэффициента концентрации напряжений Kσ на контуре выреза  
от числа элементов Nв для КЭМ с различной густотой сетки 

Fig. 2. The dependence of the stress concentration factor Kσ on a cutout contour  
on the number of elements Nv for FEM with different mesh density    
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дом фотоупругости на бакелитовой модели [7, 
8] и численного расчета КЭМ с Nв = 216. 

Анализ картины результатов численного 
решения демонстрирует существенное визуа-
льное сходство с картиной, полученной по 
данным натурного эксперимента на основе 
метода фотоупругости. 

 
Объект В. Рассматривается цилиндриче-

ская каркасированная оболочка, содержащая 
большой прямоугольный вырез, нагруженная 
крутящим моментом Mx= 9,8 кН·м. Опытная 
оболочка испытывается на эксперименталь-
ной установке ЦАГИ [12]. Натурный образец 
оболочки содержит обшивку, 27 шпангоутов 
и 32 стрингера, расположенных равномерно с 
внешней стороны оболочки. Через торцевой 
шпангоут 0 осуществляется крепление карка-

сированной оболочки к силовой колонне, ко-
торая является заделкой. Нагружение оболо-
чки на другом торцевом шпангоуте 28 произ-
водится через фланец крутящим моментом 
Mx, приложенным в виде пары сил. 

В КЭМ конструкции характеристики мате-
риалов и свойства элементов задаются в соот-
ветствии с данными, представленными в [12].  

В настоящем исследовании рассматрива-
ются следующие вопросы. 

● Выбор подробности сетки КЭМ 
Разработаны варианты КЭМ с различной 

густотой сетки, характеризующиеся числом 
конечных элементов обшивки Nx вдоль одной 
шпации шпангоутов, как показано на рис. 4. 

Наиболее точные результаты получены 
для КЭМ с сеткой Nx = 12, которая показана 
на рис. 5. Погрешность максимальных экви-

 
 

Рис. 3. Распределение наибольших касательных напряжений в объекте А: 
а – натурный эксперимент − метод фотоупругости; б – КЭМ с Nв = 216  

Fig. 3. Distribution of the maximum shear stresses in object A:  
а – full-size experiment − photoelasticity method; б – FEM with Nv = 216  

 



Научный Вестник МГТУ ГА Том 26, № 04, 2023
Civil Aviation High Technologies Vol. 26, No. 04, 2023
 

70 

валентных напряжений в элементах обшивки 
этой модели составляет менее 5 %.  

● Анализ касательных напряжений в об-
шивке 

Рассматриваются элементы обшивки, рас-
положенные вдоль продольного края выреза, 
ограниченного между стрингером-бимсом 4 и 
стрингером 5. Для КЭМ с Nx = 12 в наиболее 
нагруженном элементе обшивки численное 
значение касательного напряжения составля-
ет 21,1 МПа. Экспериментальное значение 
для данного элемента составляет 23,34 МПа.   

● Анализ нормальных напряжений 
в стрингерах 

Экспериментальное значение нормально-
го напряжения в стрингере-бимсе 4 на пере-

сечении с силовым шпангоутом 10 составля-
ет 12,36 МПа. Для КЭМ с сеткой Nx = 12 рас-
четное значение в этом элементе составляет 
13,12 МПа.   

● Оценка смещения сечений шпангоутов 
при измерении в экспериментальной точке  

Рассматриваются значения общих дефор-
маций оболочки по сечениям шпангоутов. 
В эксперименте ЦАГИ с использованием ин-
дикаторов и угломеров по шпангоутам 0, 5, 
10, 11, 14, 18, 20, 24 и 27 измеряются смеще-
ния сечений оболочки а в направлении оси Z, 
показанные на рис. 6. Для измерения смеще-
ний a в экспериментальных точках А, распо-
ложенных вдоль длины оболочки с ордина-
той b = 440 мм, применяется мессура.  

 
Рис. 4. Фрагменты КЭМ фюзеляжа в зоне большого выреза при Nx = 1, 2, 4, 12     

Fig. 4. Fuselage FEM fragments in the large cutout zone at Nx = 1, 2, 4, 12    
 
 

 
Рис. 5. КЭМ фюзеляжа в зоне большого выреза c сеткой Nx = 12       

Fig. 5. Fuselage FEM in the large cutout zone with mesh Nx = 12  
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В проведенном вычислительном экспери-
менте определяются величины смещения a1z 
и a2z, измеряемые в верхней и нижней точке 
сечения КЭМ. Эти смещения оболочки, опи-
рающиеся на углы поворота θ сечений, при-
меняются для вычисления величины смеще-
ния сечений a. Величина Yц.в. характеризует 
ординату центра поворота рассматриваемого 
сечения оболочки. 

На рис. 7 представлены смещения a в экс-
периментальных точках А, определенные в 
результате натурного эксперимента и чис-
ленного расчета. Анализ результатов пока-
зывает, что максимальный разброс значений 
a при сравнении расчетных и эксперимен-
тальных значений в рассматриваемых сече-
ниях оболочки не превышает 6,3 %.   
 
 
 
 

 
 

Рис. 6. Схема определения смещения a сечения оболочки в точке A  
Fig. 6. The scheme for determining the displacement of a shell section at point A 

 
 

 
Рис. 7. Смещения a (мм) в экспериментальных точках А   
Fig. 7. Displacements of a (mm) at experimental points A   
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Учет нелинейности в расчетах 
на прочность конструкций 
с концентрацией напряжений 
 

Объект Б. Задаются характеристики кон-
струкционного материала: модуль Юнга E = 
70 000 МПа, коэффициент Пуассона μ = 0,3, 
предел текучести σT = 294,2 МПа [16]. 

На рис. 8 представлены картины распре-
деления эквивалентных напряжений для ли-
нейного и нелинейного статического анализа 
объекта Б. 

Качественный анализ картин на рис. 8 де-
монстрирует в нелинейном анализе суще-
ственно большее включение материала в си-
ловую работу конструкции в отдалении от 
концентратора напряжения.    

В ходе нелинейного статического анализа 
объекта Б получено значение Kσ равное 3,34.  

Нелинейный расчет объекта В, для кото-
рого отношение длины выреза к внешнему 
диаметру оболочки составляет 2,5, рассмат-
ривается в работе [17]. 

Подробные исследования, демонстрирую-
щие необходимость проведения статического 
анализа нерегулярных конструкций с учетом 
физической и геометрической нелинейности, 

представлены в [18]. Особенности нелинейного 
статического расчета конструкций на основе 
видов анализа Nonlinear Static и Advanced 
Nonlinear Static рассмотрены в работах [6, 19]. 
 
Обсуждение полученных 
результатов  
 

В табл. 1 представлены результаты иссле-
дования объектов для оценки достоверности 
математических моделей тонкостенной КЭМ 
фюзеляжа в зоне больших вырезов. Исполь-
зуются следующие условные обозначения по 
типам проверок: СА − сравнение проверяе-
мой характеристики с точным аналитическим 
решением, СН − сравнение с данными натур-
ного эксперимента. 

Проведенные исследования позволяют 
сформулировать следующие рекомендации 
для моделирования фюзеляжей в зонах вы-
резов под люк. 

1. Для моделирования обшивки фюзеляжа 
вдоль контура выреза необходимо использо-
вать хотя бы один ряд элементов правильной 
формы. 

2. В КЭМ вдоль контура выреза целесооб-
разно использовать не менее 150 конечных 

 
 

Рис. 8. Картины распределения эквивалентных напряжений в бесконечной пластине с большим прямоугольным 
отверстием с закругленными углами, МПа 

Fig. 8. Pictures of the equivalent stress distribution in the infinite plate with a large rectangular rounded-corner hole, MPa  
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элементов, что позволяет получить приемле-
мую точность расчетов при высокой вычис-
лительной эффективности. 

3. Для разбиения сеткой конечных эле-
ментов обшивки и стрингеров вдоль одной 
шпации шпангоутов фюзеляжа следует ис-
пользовать не менее 12 конечных элементов.  

4. В расчетах на прочность конструкции 
фюзеляжа в зоне большого выреза необходи-
мо учитывать возникающие эффекты физиче-
ской и геометрической нелинейности. 
 
Заключение 
 

Исследование вопросов обеспечения до-
стоверности математических моделей в 
настоящей статье позволяет выделить следу-
ющие основные результаты.  

1. Разработана методика исследования 
достоверности моделирования конструкции 
фюзеляжа в зоне большого выреза. Опреде-
лены проверяемые характеристики и типы 
проверки для обеспечения адекватности КЭМ 
конструкций. Методика основывается на ана-

лизе специально подобранных модельных 
задач и результатах сравнения численных ра-
счетов с аналитическими решениями и дан-
ными натурных испытаний конструкций.  

2. Оценка достоверности показала хоро-
шую согласованность экспериментальных и 
расчетных данных во всех рассмотренных 
случаях. Сформулированы рекомендации для 
адекватного функционального моделирова-
ния конструкций фюзеляжа в зоне выреза под 
люк. Выявлены нижние границы для значе-
ний параметров сетки КЭМ, позволяющие 
обеспечить достоверное моделирование рас-
смотренных объектов при минимальных вы-
числительных затратах. Знание этих ограни-
чений особенно важно при разработке мате-
матических моделей конструкций для целей 
оптимального проектирования. 
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