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В работе описаны группы умножений, а также главные абсолютные идеалы жестких почти 

вполне разложимых абелевых групп кольцевого типа с циклическим регуляторным фактором. 
Показано, что в группах из этого класса любой абсолютный идеал является вполне 
характеристической подгруппой. 
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Умножением на абелевой группе G  называется любой гомоморфизм GGG →⊕:µ . 

Группа ),( GGGHomMultG ×=  называется группой умножений группы G . Абелева группа G  с 
заданным на ней умножением называется кольцом на группе G . При исследовании колец на 
группе G  в первую очередь возникает вопрос о ее подгруппах, являющихся идеалами в любой 
кольце на G , такие подгруппы называют абсолютными идеалами группы G . Проблема изучения 
абсолютных идеалов абелевых групп сформулирована в [1]. Очевидно, любая вполне 
характеристическая подгруппа абелевой группы является ее абсолютным идеалом. В [2]  
поставлена задача описания абелевых групп, для которых верно обратное утверждение, то есть 
любой абсолютный идеал является вполне характеристической подгруппой. Такие группы 
называют afi -группами. Все группы, рассматриваемые в работе, абелевы, и слово «группа» везде 
в дальнейшем означает «абелева группа». 

Настоящая работа посвящена изучению колец на почти вполне разложимых группах. 
Группа без кручения конечного ранга называется почти вполне разложимой, если она содержит 
вполне разложимую подгруппу конечного индекса. Почти вполне разложимые группы изучаются 
давно, им посвящены исследования многих авторов. Любая почти вполне разложимая группа 
содержит некоторую вполне характеристическую подгруппу A  конечного индекса, которая 
является вполне разложимой и называется регулятором группы G . Факторгруппа AG /  
называется регуляторным фактором группы G , индекс подгруппы A  в группе G  – регуляторным 
индексом. Почти вполне разложимые группы с циклическим регуляторным фактором часто 
называют ЦРФ-группами. 

ПустьG  – почти вполне разложимая группа, A  – ее регулятор, )()( ATGT = – множество 
критических типов группы G  [3]. Если типы прямых слагаемых τA  ранга 1 группы A  попарно не 
сравнимы, то группы G  и A называются жесткими. В случае, когда )(GT  состоит только из 
идемпотентных типов, G  называется группой кольцевого типа.  

Далее везде G  – это редуцированная почти вполне разложимая жесткая группа кольцевого 
типа с циклическим регуляторным фактором >+=< AdAG /  и регуляторным индексом n .  Из 
теории вполне разложимых групп известно [3], что существует разложение CGG ⊕= 1 , в 
котором 1G  – жесткая ЦРФ-группа с регулятором  B  и множеством критических типов 

)()( 1 GTGT ⊂ , C  – вполне разложимая группа. Это разложение называется главным. 
Существуют такие элементы )(, GTAe ∈∈ τττ , что группы  B  и C  можно представить в виде 

ττ
τ

ττ
τ

eRCeRB
CTBT

⊕⊕
∈∈

==
)()(

, , где τR  – подкольца с единицей кольца Q  рациональных чисел. При 

этом Bd ∈  и выполняется 

,
)(

∑
∈

=
BT

es
m
nnd

τ
ττ

τ

                                                                     (1) 

где Zs ∈τ ,  Nm ∈τ  ))(( GT∈τ  –  инварианты почти изоморфизма группы G. Равенство (1) 
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называется стандартным представлением ЦРФ-группы G .  

Так как в делимой оболочке BG =1  группы 1G  элемент d  можно представить в виде 
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τ , а любой элемент 1Gg ∈  имеет вид bkdg +=  для некоторых BbZk ∈∈ , , то 

в группе 1G  элемент g можно представить в виде ∑
∈

=
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τ , где ττ Rr ∈ . В дальнейшем 

будем использовать такое представление элементов группы 1G . 
Умножение GGG →⊗:µ  часто будем обозначать знаком × , то есть 

2121 )( gggg ×=⊗µ  для Ggg ∈21, . Кольцо на группе G , определенное этим умножением, 
обозначается ),( ×G . Очевидно, в любом кольце  ),( ×G  на жесткой группе G  произведение 

τττ Aee ∈×  при всех )(GT∈τ  и 0=× στ ee  при στ ≠ . 
Заметим, что если ),( ×G  – кольцо на G , то регулятор A  и все его τ -однородные 

компоненты τA  являются идеалами этого кольца. При этом определено кольцо ),( ×A на 

делимой оболочке A  группы A . При этом G  – подкольцо кольца ),( ×A . Поскольку для 
любых элементов кольца ),( ×τA  выполняется )()()( 2121 ττττ eeqqeqeq ×=× , то это же верно в 
кольце ),( ×G . Поэтому для любых элементов ))(( GTR ∈∈ τµ ττ  существует кольцо ),( ×A , в 
котором ττττ µ eee =× . Однако не любое умножение на A продолжается до умножения на G .  

Будем говорить, что элементы ))(( GTR ∈∈ τµ ττ  определяют умножение на G  
относительно разложения ττ
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, если существует кольцо ),( ×G , в котором 

ττττ µ eee =× . 
Пусть для всех )(BT∈τ  заданы элементы ττ Rx ∈ , будем обозначать 
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τx  обозначим целое число, для которого 

11 =+−
ττττ vmxx  при некотором Zv ∈τ . 

В следующей теореме описаны умножения на группах из рассматриваемого класса. 

Теорема 1. Пусть G  – жесткая ЦРФ-группа кольцевого типа со cтандартным 
представлением (1). Элементы ))(( GT∈τµτ  определяют умножение на G  относительно 
разложения  ττ

τ
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тогда и только тогда, когда при всех )(BT∈τ  имеем τττ δµ m= , 

где ττδ R∈  и 1−= BB sαδ  при некотором Z∈α .  
Доказательство. Пусть ))(( ATR ∈∈ τµ ττ , и пусть 

)(, 1
ττττττττττ αδδµ RtRtmsm ∈∈+== −  и )(11 Zvvmss ∈+=−

τττττ   при всех )(BT∈τ . 
Очевидно, существует кольцо ),,( ×A  в котором ττττ µ eee =×  при всех  )(AT∈τ . Это 
умножение однозначно продолжается до умножения на делимой оболочке A  группы A . 

Покажем, что G  – подкольцо кольца ),( ×A . Представим d  в виде ∑
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Если )(BT∈τ , то Aesee
m
s

ed ∈=×=× τττττ
τ

τ
τ δ)( . Если )(CT∈τ , то 0=× τed , 

значит, AAd ⊂×  и AdA ⊂× . Так как любой элемент Gg ∈  можно представить в виде 
akdg += ,  где AaZk ∈∈ , , то  G  – подкольцо кольца ),( ×A . Следовательно, элементы 

))(( AT∈τµτ определяют умножение на G . 
Пусть теперь элементы ))(( ATR ∈∈ τµ ττ  определяют умножение на G  относительно 

разложения ττ
τ
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С другой стороны, 
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Из (2) и (3) для всех )(BT∈τ  получаем 
τ

τττ
τ
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, откуда τττττ αδ bmss +=2 , 

то есть τττ αδ ss =
2

, и,  значит, 1−= ττ αδ s . Получили,  что 1−= BB sαδ .  

Поскольку при фиксированном разложении ττ
τ

eRA
GT

⊕
∈

=
)(

 вектор Bs  определен 

однозначно с точностью до множителя 1),(, =∈ nZ ββ , критерий того, что элементы 
))(( GT∈τµτ  определяют умножение на G , не зависит от выбора элементов ))(( GTs ∈ττ  в 

главном представлении группы G . Отметим также, что элементы ))(( GT∈τµτ  могут 
определять умножение относительно одного разложения группы A  и не определять ни 
одного умножения относительно другого разложения. 

Для каждого Z∈α  определим множество τττ
ττ
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Пусть M  – подгруппа группы τ
τ

R
m
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≠1
, порожденная множествами 
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Следствие 2. Если G  – жесткая ЦРФ-группа кольцевого типа со стандартным 

представлением (1), то I
m

RMMultG Π
=

⊕≅
1τ

.  

Пусть EndG  - кольцо эндоморфизмов группы G . Если GgEndG ∈⊂Γ ,  будем 
обозначать }|(g){(g) Γ∈=Γ ϕϕ . 

Лемма 3. Пусть G  – жесткая ЦРФ-группа с главным представлением (1), 
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Доказательство. Пусть EndG∈ϕ , тогда, согласно [3], найдется Zk ∈ и ττ Rt ∈  такие, 
что ττττϕ etmke )()( +=  при всех )(BT∈τ . Следовательно,  
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то Lgg +>∈<)(ϕ .  
При изучении абсолютных идеалов групп важную роль играет понятие главного 

абсолютного идеала, поскольку любой абсолютный идеал является суммой главных. 
Главным абсолютным идеалом, порожденным элементом Gg ∈ , называют наименьший 
абсолютный идеал AIg >< , содержащий g. 

В [1] определено множество G EndG) EndHom(G, G,g|)()( >⊂∈Φ∈Φ=< gGM ,  
и доказано, что )(GM является идеалом кольца EndG . Известно, что если Gg ∈ , то 

))(( gGMgg AI +>=<>< . Этот факт позволяет  в следующей теореме описать главные 
абсолютные идеалы жесткой ЦРФ-группы. 

Теорема  4. Пусть G – жесткая ЦРФ-группа кольцевого типа, 

Gece
m
r

g
CTBT

∈+= ∑∑
∈∈ )()( τ

ττ
τ

τ
τ

τ . Тогда )(
)()(

ττ
τ

ττ
τ

AcArgg
CTBT

AI ⊕⊕⊕
∈∈

+>=<>< . 

Доказательство. Пусть ττ
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что Lgg AI +>=<>< . 
Так как EndGGM ⊂)( , то LggGM +>⊂<))((  по лемме 3, откуда 

LggGMgg AI +>⊂<+>=<>< ))(( . 
Докажем обратное включение, для этого достаточно показать, что AIgL >⊂< . Пусть 

сначала )(CT∈τ . Определим умножение ×  на G , положив τττ eee =×  и  0=× σσ ee  при 
τσ ≠ . Тогда AIggetcetg >⊂<>∈<=× ×τττττ  для всех ττ Rt ∈  (здесь ×>< g  – идеал, 

порожденный элементом g в кольце ),( ×G ). Следовательно, AI
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 и, значит, AIgLg >⊂<+>< .  

Заметим, что элементы ))(( BTr ∈ττ  и ))(( CTc ∈ττ  в представлении элемента Gg ∈  
определены однозначно с точностью до множителя, обратимого в τR . Поэтому вид главного 
идеала AIg ><  не зависит от разложения ττ

τ
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⊕
∈
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Так как группа является afi -группой тогда и только тогда, когда любой ее главный 
абсолютный идеал является вполне характеристической подгруппой, то из описания главных 
абсолютных идеалов жестких ЦРФ-групп кольцевого типа получаем, что все группы из этого 
класса являются afi -группами. 

Теорема 5. В жесткой ЦРФ-группе кольцевого типа любой абсолютный идеал 
является вполне характеристической подгруппой группы G . 

Доказательство. Пусть G  – жесткая ЦРФ-группа кольцевого типа и 
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. Очевидно, L – вполне характеристическая подгруппа группы 

G . Так как LggEndG +>⊂<))((  по лемме 3, то AIg ><  также является вполне 
характеристической подгруппой. Следовательно, и любой абсолютный идеал является 
вполне характеристической подгруппой группы G.  
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The group of multiplications for an almost completely decomposable group 

Kompantseva E.I., Fomin A.A. 
The groups of multiplications and the absolute principal ideals are described in the present paper for the 

rigid almost completely decomposable groups of the ring type with the cyclic regulator factor. It is shown 
that every absolute ideal is a fully invariant subgroup of such group. 
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