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Популярное в математике понятие интегрируемости дифференциальных уравнений (и столь же разнообразно трактуемое) 
тесно связано с существованием симметрий и законов сохранения. Все известные интегрируемые дифференциальные 
уравнения обладают бесконечными сериями симметрий и (или) законов сохранения. Однако также имеется целый ряд 
уравнений, важных для приложений, но имеющих крайне скудный запас симметрий или законов сохранения. Попытки 
расширить понятия симметрии и закона сохранения предпринимались разными авторами, и на эту тему имеется обширная 
литература. В данной статье представлен следующий результат. Если ℓ-нормальная система дифференциальных уравне-
ний в частных производных имеет когомологически нетривиальный закон сохранения, то этот закон сохранения порож-
дает бесконечную серию нелокальных законов сохранения. Этот факт обобщает аналогичный результат статьи автора для 
дифференциальных уравнений (не систем). Результат получен в рамках геометрической теории дифференциальных 
уравнений в частных производных. Согласно геометрическому подходу, многообразие, снабженное конечномерным 
распределением, удовлетворяющим условиям интегрируемости Фробениуса, называется диффеотопом (diffiety), если 
локально оно имеет вид бесконечно продолженного уравнения ࣟஶ. Диффеотопы являются объектами категории диффе-
ренциальных уравнений, введенной А.М. Виноградовым. Под симметриями уравнения понимают преобразования (ко-
нечные или инфинитизимальные) бесконечного продолжения уравнения, которые сохраняют распределение Картана, а 
под законами сохранения  – ሺ݊ െ 1ሻ-е классы  когомологий горизонтального комплекса де Рама уравнения, где ݊ – 
число независимых переменных уравнения. Накрытием называется эпиморфизм ߬: ሚࣟ ⟶ ࣟஶ  в категории дифференци-
альных уравнений, порождающий изоморфизм распределений. Симметрии и законы сохранения диффеотопа ሚࣟ называются 
нелокальными симметриями и законами сохранения уравнения ࣟ. Выбор подходящего накрытия позволяет получать новые 
(нелокальные) симметрии и законы сохранения исследуемого уравнения. В работе приведена конструкция одного накрытия и 
доказано существование бесконечных серий нелокальных законов сохранения у широкого класса систем дифференциальных 
уравнений в частных производных.  

Ключевые слова: системы дифференциальных уравнений в частных производных, накрытия дифференциальных урав-
нений, нелокальные симметрии и законы сохранения.  

ВВЕДЕНИЕ 

Популярное в математике понятие интегрируемости дифференциальных уравнений (и столь 
же разнообразно трактуемое) тесно связано с существованием симметрий и законов сохранения (см., 
например, [12, 13, 3, 6, 1]). Все «признанные» интегрируемые дифференциальные уравнения обладают 
бесконечными сериями симметрий и (или) законов сохранения. Однако также имеется целый ряд 
уравнений, важных для приложений, но имеющих крайне скудный запас симметрий или законов со-
хранения [14, 15]. Попытки расширить понятия симметрии и закона сохранения предпринимались 
разными авторами (см., например, [1, 6] и имеющиеся в этих работах списки литературы). В данной 
статье представлен следующий результат. Если ℓ-нормальная система дифференциальных уравнений 
в частных производных имеет когомологически нетривиальный закон сохранения, то этот закон со-
хранения порождает бесконечную серию нелокальных законов сохранения. Этот факт обобщает 
аналогичный результат статьи [11] для дифференциальных уравнений (не систем).  

Статья организована следующим образом. В разделе 1 приводятся основные понятия и 
факты теории симметрий и законов сохранения дифференциальных уравнений [1, 2, 4–6]. 
В разделе 2 представлена конструкция одного специального накрытия [1, 8, 11]. Далее, в разде-
ле 3 доказывается существование при определенных условиях бесконечных серий нелокальных 
законов сохранения.  
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ОСНОВНЫЕ ПОНЯТИЯ ГЕОМЕТРИЧЕСКОЙ ТЕОРИИ ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ 
УРАВНЕНИЙ В ЧАСТНЫХ ПРОИЗВОДНЫХ 

В этом разделе собраны необходимые для дальнейшего понятия и факты геометрической 
теории дифференциальных уравнений в частных производных. Подробное изложение теории 
может быть найдено в [1, 2, 4–6].  

ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫЕ УРАВНЕНИЯ 

Пусть дана система дифференциальных уравнений в частных производных 

ࣟ: ௜ܨ ቆݔ, ,ݑ … ,
߲|ఙ|ݑ௝

ఙݔ߲
, …ቇ ൌ 0,  ݅ ൌ 1,… ,  ,ݎ

где ݑ ൌ ሺݑଵ, … , ݔ ௠ሻ – неизвестная вектор-функция переменныхݑ ൌ ሺݔଵ, … ,  .௡ሻݔ
В рамках геометрической теории любая система дифференциальных уравнений рас-

сматривается как подмногообразие пространства джетов k-го порядка ܬ௞ሺߨሻ  расслоения 
:ߨ ௡ା௠ܧ → -௡, где ݇ – максимальный порядок уравнений, входящих в систему, ݊ – число неܯ
зависимых переменных, а ݉  – неизвестных функций (зависимых переменных). Далее для 
краткости будем называть ࣟ  «дифференциальным уравнением» или просто «уравнением» и 
записывать в виде ࣟ ൌ ሼܨ ൌ 0ሽ, ܨ ൌ ሺܨଵ, … , ௜ܨ ,௥ሻܨ ∈   .ሻሻߨ௞ሺܬஶሺܥ

На многообразии бесконечных джетов ܬஶሺߨሻ имеется n-мерное интегрируемое распреде-
ление ࣝ (распределение Картана), задаваемое операторами полных производных ܦଵ,… ,   ,௡ܦ

௜ܦ ൌ
߲
௜ݔ߲

൅෍݌ఙାଵ೔
௝

௝,ఙ

߲

ఙ݌߲
௝ , (1)

где ሺݔ௜, ఙ݌	
௝ሻ – канонические координаты в пространстве бесконечных джетов ܬஶሺߨሻ. 

Векторные поля (1) касаются бесконечного продолжения  ࣟஶ уравнения ࣟ, которое яв-
ляется подмногообразием пространства бесконечных джетов ܬஶሺߨሻ и задается бесконечной си-
стемой ܦఙሺܨ௦ሻ ൌ 0, где ܦఙ ൌ ௜భܦ ∘ … ∘ ௜ೝܦ ߪ , ൌ ሺ݅ଵ, … , ݅௥ሻ. Поэтому распределение Картана на 
ሻߨஶሺܬ  допускает ограничение ሜࣝ ൌ൏ ,ሜଵܦ … , ሜ௡ܦ ൐  на бесконечно продолженное уравнение 
ࣟஶ ⊂  ሻ (здесь и далее черта обозначает ограничение на ࣟஶ). Распределения Картана наߨஶሺܬ
,௜ܦሻ и ࣟஶ вполне интегрируемы в смысле Фробениуса, т. e. ሾߨஶሺܬ ௝ሿܦ ൌ ሾܦሜ ௜, ሜ௝ሿܦ ൌ 0. Многооб-
разие, снабженное конечномерным распределением, удовлетворяющим условиям интегрируе-
мости Фробениуса, называется диффеотопом (diffiety), если локально оно имеет вид ࣟஶ 
(A.M. Виноградов, [4, 1]). Диффеотопы являются объектами категории дифференциальных 
уравнений. Примерами диффеотопов служат пространства бесконечных джетов ܬஶሺߨሻ и бес-
конечно продолженные уравнения ࣟஶ.  

ЛОКАЛЬНЫЕ СИММЕТРИИ 

Под симметриями уравнения ࣟ понимают преобразования (конечные или инфинитизималь-
ные) бесконечно продолженного уравнения ࣟஶ, которые сохраняют распределение Картана на ࣟஶ.  

Алгебра инфинитезимальных симметрий уравнения ࣟ (далее – локальных симметрий) 
изоморфна фактор-алгебре Ли  

Symࣟ ൌ ሺࣟஶሻࣝܦ ⁄ሺࣟஶሻܦࣝ , 
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где  

ሺࣟஶሻܦࣝ ൌ ൝෍ܽ௜

௡

௜ୀଵ

ሜܦ ௜| ܽ௜ ∈  ,ஶሺࣟஶሻൡܥ

а ࣝܦሺࣟஶሻ состоит из таких векторных полей ܺ на ࣟஶ, что ሾܺ, ሺࣟஶሻሿܦࣝ ⊂   .ሺࣟஶሻܦܥ
Можно показать, что любая локальная симметрия уравнения ࣟ является ограничением на ࣟஶ 
некоторого эволюционного дифференцирования ∍ఝൌ ∑ ఙఙ,௝ܦ ൫߮௝൯ డ

డ௣഑
ೕ ,  ߮ ൌ ൫߮ଵ, 	 … , 	߮௠൯, 

߮௜ ∈  ሻሻ. Эволюционное дифференцирование ∍ఝ допускает ограничение на ࣟஶ, еслиߨஶሺܬஶሺܥ

∍ఝ ሺܫሺࣟஶሻሻ ⊂ ሺࣟஶሻ, (2)ܫ

где ܫሺࣟஶሻ ⊂ ሻሻߨஶሺܬஶሺܥ  – идеал уравнения ࣟஶ.  Если ࣟ ൌ ሼܨ ൌ 0ሽ, ܨ  ൌ ሺܨଵ, … , ,௥ሻܨ ௜ܨ  ∈
ሻሻ, то (2) равносильно системе уравнений ℓሜிሺ߮̄ሻߨ௞ሺܬஶሺܥ ൌ 0, ߮̄ ൌ ߮|ࣟ, где ℓி – оператор уни-
версальной линеаризации  

ℓி ൌ ะ෍
௜ܨ߲
ఙ݌߲

௝
ఙ

ఙะܦ ,   ℓሜ ி ൌ ℓி|ࣟ. 

Таким образом, любая локальная симметрия уравнения ࣟ есть ограничение ∍̄ఝ на ࣟஶ такого 
эволюционного дифференцирования ∍ఝ, что  

ℓሜிሺ߮̄ሻ ൌ 0. (3)

Векторное поле ∍̄ఝ однозначно определяется своей производящей функцией ߮̄. 

ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 

Горизонтальным комплексом де Рама уравнения ࣟ  называется поднятие на ࣟஶ  ком-
плекса де Рама многообразия ܯ:  

0 ⟶ ஶሺࣟஶሻ⟶Λሜଵܥ
ௗሜ

ሺࣟஶሻ⟶Λሜଶ
ௗሜ

ሺࣟஶሻ⟶…
ௗሜ

⟶Λሜ௡
ௗሜ

ሺࣟஶሻ ⟶ 0. 

В локальных координатах любая горизонтальная форма ߱ ∈ Λሜ ௣ሺࣟஶሻ может быть пред-
ставлена в виде  

߱ ൌ෍ܽ௜భ…௜೛ ௜భݔ݀ ∧ …∧ ,௜೛ݔ݀    ܽ௜భ…௜೛ ∈ ܥ
ஶሺࣟஶሻ, 

т. e. локально такая форма является линейной комбинацией форм на многообразии ܯ с коэф-
фициентами в ܥஶሺࣟஶሻ.  

Действие дифференциала ሜ݀  на горизонтальную форму ߱ определяется формулой 

ሜ݀߱ ൌ෍ ሜ݀ ܽ௜భ…௜೛ ∧ ௜భݔ݀ ∧ …∧ ௜೛ݔ݀ ൌ

ൌ෍෍ܦሜ௜

௡

௜ୀଵ

ሺܽ௜భ…௜೛ሻ݀ݔ௜ ∧ ௜భݔ݀ ∧ …∧ .௜೛ݔ݀

Когомологии горизонтального комплекса де Рама уравнения ࣟ  называются горизон-
тальными когомологиями и обозначаются ܪሜ ௣ሺࣟஶሻ.  
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Законом сохранения уравнения ࣟ называется ሺ݊ െ 1ሻ-й класс когомологий ሾ߱ሿ ∈ ሜܪ ௡ିଵሺࣟஶሻ 
горизонтального комплекса де Рама уравнения ࣟ, замкнутая горизонтальная форма ߱ ∈ Λሜ௡ିଵሺࣟஶሻ 
называется сохраняющейся плотностью уравнения ࣟ.  

Если уравнение ࣟஶℓ -нормально, то закон сохранения ሾ߱ሿ ∈ ሜܪ ௡ିଵሺࣟஶሻ  определяется 
своей производящей функцией ߰, которая вычисляется по формуле ߰ ൌ ߱݀ ሺ1ሻ|ࣟ, где∗ߘ ൌ  ሻܨሺߘ
для некоторого ࣝ-дифференциального оператора ߘ. Производящая функция ߰ закона сохра-
нения удовлетворяет уравнению  

ℓሜி
∗ ሺ߰ሻ ൌ 0. (4)

Заметим, что не каждое решение уравнения (4) является производящей функцией неко-
торого закона сохранения [4, 5, 1].  

Опишем действие локальных симметрий уравнения ࣟ ൌ ሼܨ ൌ 0ሽ на его законы сохра-
нения. Пусть даны локальная симметрия ߮ и закон сохранения ሾ߱ሿ ∈ ሜܪ ௡ିଵሺࣟஶሻ уравнения ࣟ с 
производящей функцией ߰ ∈ ker ℓሜி

∗ . Обозначим через ∍̄ఝ ሺ߱ሻ производную Ли ܮ∍̄കሺ߱ሻ формы 
߱. Тогда ሾ∍̄ఝ ሺ߱ሻሿ снова закон сохранения уравнения ࣟ, а его производящая функция имеет вид 

∍̄ఝ ሺ߰ሻ ൅△ሜ ∗ ሺ߰ሻ, (5)

где ࣝ-дифференциальный оператор △ определяется условием ∍ఝ ሺܨሻ ൌ△ ሺܨሻ. 

НЕЛОКАЛЬНАЯ ТЕОРИЯ:  
НАКРЫТИЯ, НЕЛОКАЛЬНЫЕ СИММЕТРИИ И ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ 

Будем говорить, что задано накрытие ߬: ሚࣟ ⟶ ࣟஶ уравнения ࣟ, если: 
 имеется диффеотоп ሚࣟ с n-мерным интегрируемым распределением ሚࣝ ൌ ሼ ሚࣝఏሽఏ∈ ሚࣟ,
 определено такое регулярное сюръективное отображение ߬: ሚࣟ ⟶ ࣟஶ, что для любой

точки ߠ ∈ ሚࣟ касательное отображение ߬∗,ఏ является изоморфизмом ሚࣝఏ на картановскую плос-
кость ࣝఛሺఏሻ уравнения ࣟ в точке ߬ሺߠሻ.  

Многообразие ሚࣟ локально является прямым произведением ሚࣟ ൌ ࣟ ൈ IRே, а отображение 
߬ – естественной проекцией ߬: ሚࣟ ൌ ࣟ ൈ IR୒ ⟶ ࣟ. Распределение ሚࣝ порождается системой век-
торных полей  

෩௜ܦ ൌ ሜܦ ௜ ൅෍ ௜ܺ௝

ே

௝ୀଵ

߲
௝ݓ߲

, ݅ ൌ 1,… , ݊, 

где ௜ܺ ൌ ∑ ௜ܺ௝
ே
௝ୀଵ

డ

డ௪ೕ
, ௜ܺ௝ ∈ ஶሺܥ ሚࣟሻ, – ߬-вертикальные поля на ሚࣟ, ݓଵ,ݓଶ,  ே – координаты вݓ ,…

слое проекции IRே , которые называются нелокальными переменными. Число ܰ  называется 
размерностью накрытия, возможен случай ܰ ൌ ∞.  Условие интегрируемости Фробениуса 
ሾܦ෩௜, ෩௝ሿܦ ൌ 0, ݅, ݆ ൌ 1,… , ݊, эквивалентно системе уравнений  

෩௜ሺܦ ௝ܺ௞ሻ ൌ ෩௝ሺܦ ௜ܺ௞ሻ. 

Нелокальными симметриями уравнения ࣟ называются инфинитезимальные симметрии 
диффеотопа ࣟ,෩  более точно алгебра нелокальных симметрий типа ߬  (или нелокальных 
߬-симметрий) уравнения ࣟ есть фактор-алгебра Ли  
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Symఛ	ࣟ	 ൌ ሺࣝܦ ሚࣟሻ ሺܦࣝ ሚࣟሻ⁄ , 
где 

ሺܦࣝ ሚࣟሻ ൌ ൝෍ܽ௜

௡

௜ୀଵ

෩௜| ܽ௜ܦ ∈ ஶሺܥ ሚࣟሻൡ, 

а ࣝܦሺ ሚࣟሻ состоит из таких векторных полей ܺ на ࣟ,෩  что ሾܺ, ሺܦࣝ ሚࣟሻሿ ⊂ ሺܦࣝ ሚࣟሻ. 
Легко видеть [7, 1], что если накрытие ߬: ሚࣟ ⟶ ࣟஶ  уравнения ࣟ ൌ ሼܨ ൌ 0ሽ задано, то 

любая нелокальная симметрия типа ߬ имеет вид эволюционного дифференцирования  

∍෤ఝ,஺ൌ∍෤ఝ൅෍ ௝ܽ

ே

௝ୀଵ

߲
௝ݓ߲

, 

где ߮ ൌ ሺ߮ଵ,… , ߮௠ሻ, ܣ ൌ ሺܽଵ, … , ܽேሻ, ߮௜, ௝ܽ ∈ ஶ൫ܥ ሚࣟ൯,  причем функции ߮௜, ௝ܽ  удовлетворяют 
следующей системе уравнений: 

ℓ෨ிሺ߮ሻ ൌ 0, (6)
෩௜ሺܦ ௝ܽሻ ൌ∍෤ఝ,஺ ሺ ௜ܺ௝ሻ. (7)

Если задано накрытие ߬: ሚࣟ ⟶ ࣟஶ уравнения ࣟ, то горизонтальный комплекс де Рама уравнения 
ࣟ  поднимается на диффеотоп ሚࣟ . В локальных координатах любая горизонтальная форма 
߱ ∈ Λ෩௣ሺ ሚࣟሻ может быть представлена в виде  

߱ ൌ෍ܽ௜భ…௜೛ ௜భݔ݀ ∧ …∧ ,௜೛ݔ݀    ܽ௜భ…௜೛ ∈ ܥ
ஶሺ ሚࣟሻ,

а дифференциал ሚ݀ на горизонтальную форму ߱ действует следующим образом: 

ሚ݀߱ ൌ෍ ሚ݀ ܽ௜భ…௜೛ ∧ ௜భݔ݀ ∧ …∧ ௜೛ݔ݀ ൌ

ൌ෍෍ܦ෩௜

௡

௜ୀଵ

ሺܽ௜భ…௜೛ሻ݀ݔ௜ ∧ ௜భݔ݀ ∧ …∧ .௜೛ݔ݀

Когомологии горизонтального комплекса де Рама на ሚࣟ  будем обозначать ܪ෩௣൫ ሚࣟ൯.  Группа 
෩௡ିଵሺܪ ሚࣟሻ называется группой нелокальных законов сохранения уравнения ࣟ. 

КОНСТРУКЦИЯ НАКРЫТИЯ 

Бесконечные серии нелокальных законов сохранения будут построены в одном специ-
альном накрытии [8, 11, 1]. Приведем его конструкцию.  

1. Пусть дано накрытие ߬: ሚࣟ ⟶ ࣟஶ  уравнения ࣟ ൌ ሼܨ ൌ 0ሽ, в котором распределение
ሚࣝ  на ሚࣟ задается полями 

෩௜ܦ ൌ ሜܦ ௜ ൅෍ ௜ܺ௝

ே

௝ୀଵ

߲
௝ݓ߲

, ݅ ൌ 1,… , ݊. 
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Положим ሚࣟ	ఛ ൌ ሚࣟ 	ൈ IRஶ, координатами в IRஶ (новыми нелокальными переменными) являются 
௝ݒ
௟, ݆ ൌ 1,… ,ܰ, ݈ ൐ 0 ఙ݌ ;

௝,௞ , ݇ ൐ 0 , где ݌ఙ
௝,଴ ൌ ఙ݌

௝  – внутренние координаты на уравнении ࣟஶ. 
Отображение ߬ௌ ∶ ሚࣟ	ఛ ⟶ ࣟஶ является композицией проекции на первый сомножитель и отоб-
ражения ߬. Распределение на ሚࣟ	ఛ зададим системой векторных полей  

෩௜ܦ
ఛ ൌ ሜܦ ௜

ௌ ൅ ∑ ሺܵ௣ ൅ ܵ௩ ሻ௟௟ஹ଴,௝ ൫ ௜ܺ௝൯
డ

డ௩ೕ
೗ , ݅ ൌ 1,… , ݊, (8) 

где 

ሜܦ ௜
ௌ ൌ

߲
௜ݔ߲

൅ ෍ ܵ௣௟

௟ஹ଴,ఙ

൫̄݌ఙାଵ೔
௝ ൯

߲

ఙ݌߲
௝,௟	,

ܵ௣ ൌ ෍ ఙ݌
௝,௟ାଵ

௟ஹ଴,ఙ

߲

ఙ݌߲
௝,௟ , 	ܵ௩ ൌ ෍ ௝ݒ	

௟ାଵ

௟ஹ଴,௝

߲

௝ݒ߲
௟ , ௝ݒ

଴ ൌ  .௝ݓ

Несложно показать, что: 

1) ሾܦ෩ఈఛ, ෩ఉఛሿܦ ൌ 0, ,ߙ ߚ ൌ 1,… , ݊,  т. e. система полей  (8) определяет структуру накрытия
на	 ሚࣟఛ;  

2) векторное поле ܵఛ ൌ ܵ௣ ൅ ܵ௪ является нелокальной ߬ௌ-симметрией уравнения.

2. Дадим альтернативное описание конструкции накрытия ߬ௌ:	 ሚࣟ	ఛ ⟶ ࣟஶ в случае тож-
дественного накрытия ߬ ൌ id:	ࣟஶ → 	ࣟஶ.  
Пусть дано уравнение ࣟ ൌ ሼܨ ൌ 0ሽ , причем ܨ ൌ ሺܨଵ, … , ௥ሻܨ ௜ܨ , ∈ ሻሻߨ௞ሺܬஶሺܥ :ߨ , ௡ା௠ܧ →  .௡ܯ
Рассмотрим две копии ߨሺ௞ሻ: ሺ௞ሻܧ ൌ ௡ା௠ܧ → ,௡ܯ  ݇ ൌ 0,1 , расслоения ߨ  и их сумму Уитни 
ሺ଴ሻߨ   .ሺଵሻߨ⊕
Если ሺݔ, ∅݌ 

 ௝,௞ሻ – локальные координаты в расслоениях ܧሺ௞ሻ → ݇ ,௡ܯ ൌ 0,1, соответственно, то
൫ݔ, ఙ݌ 

 ௝,଴ ݌ఙ
 ௝,ଵ൯,  ݆ ൌ 1, … ,݉, |ߪ|  ൑ ݇  – канонические координаты в расслоении джетов 

ሺ଴ሻߨ௞൫ܬ   .ሺଵሻ൯ߨ⊕
Определим оператор ܵሺଵሻ ൌ ∑ ఙ݌

 ௝,ଵ
௝,ఙ

డ

డ௣഑
ೕ,బ 	 ∈ ܬሺܦ

௞ሺߨሺ଴ሻ   ሺଵሻሻሻ и уравнениеߨ⊕

ଵܧ ൌ ሼܨ ൌ 0, ܵሺଵሻܨ ൌ 0ሽ ⊂  .ሺଵሻ൯ߨ⊕ሺ଴ሻߨ௞൫ܬ

Операторы полных производных по переменной ݔ௜  в пространствах джетов ܬஶሺߨሺ଴ሻሻ  и 
ሺ଴ሻߨஶሺܬ   ሺଵሻሻ соответственно определяются формуламиߨ⊕

௜ܦ ൌ
߲
௜ݔ߲

൅෍݌ఙାଵ೔
 ௝,଴

௝,ఙ

߲

ఙ݌߲
௝,଴ , ௜ܦ

ሺଵሻ ൌ ௜ܦ ൅෍݌ఙାଵ೔
 ௝,ଵ

௝,ఙ

߲

ఙ݌߲
௝,ଵ.

Определим проекцию ߬ଵ,଴: ࣟଵஶ → ࣟஶ: 

߬ଵ,଴ሺݔ, ఙ݌ 
 ௝,଴, ఙ݌ 

 ௝,ଵሻ ൌ ሺݔ, ఙ݌ 
 ௝,଴ሻ. 

Очевидно, что ሺ߬ଵ,଴ሻ∗ቀܦሜ ௜
ሺଵሻቁ ൌ ሜܦ ௜ , где ܦሜ ௜

ሺଵሻ и ܦሜ ௜  – ограничения полей ܦ௜
ሺଵሻ и ܦ௜  на уравнения

ࣟଵ
ஶ и ܧஶ ൌ ଴ܧ

ஶ соответственно. Следовательно, построено накрытие ߬ଵ,଴: ࣟଵஶ → ࣟஶ.  
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Аналогичным образом определяем накрытия 

߬௞,௞ିଵ: ࣟ௞
ஶ → ࣟ௞ିଵ

ஶ ,   ݇ ൐ 1, 

где 
ࣟ௞: ܨ  ൌ 0, ܨܵ  ൌ 0,… , ܵ௞ܨ ൌ 0,

ܵ ൌ ෍݌ఙ
 ௝,௟ାଵ

௝,௟,ఙ

߲

ఙ݌߲
௝,௟ .

Пусть ߬ௌா: ܵࣟ → ࣟஶ – обратный предел цепочки отображений 

… ⟶ ࣟ௞
ஶ

ఛೖశభ,ೖ
⟶ ࣟ௞ିଵ

ஶ
ఛೖ,ೖషభ

⟶ …
ఛೖషభ,ೖషమ

⟶ࣟଵ
ஶ

ఛమ,భ
⟶ 	ࣟஶ.
ఛ

 

Диффеотоп ܵࣟ является бесконечно продолженным уравнением ሺࣟௌሻஶ, где 

ࣟௌ: ܨ  ൌ 0, ܨܵ ൌ 0,… , ܵ௞ܨ ൌ 0,… (9)

3. Пример.  Рассмотрим уравнение Кортевега – де Фриза ࣟ: ݑ௧ ൌ ௫௫௫ݑ ൅ ௫ݑݑ . Для
упрощения обозначений положим ݌∅

 ଵ,଴ ൌ ∅݌ ,ݑ
 ଵ,ଵ ൌ ∅݌ ,ݒ

 ଵ,ଶ ൌ  и ݒ ,ݑ производные функций ,ݓ
  Тогда уравнение ࣟଶ имеет вид .ݐ и ݔ будем обозначать с помощью индексов ݓ

൝
௧ݑ ൌ ௫௫௫ݑ ൅ ,௫ݑݑ
௧ݒ ൌ ௫௫௫ݒ ൅ ௫ݒݑ ൅ ,௫ݑݒ
௧ݓ ൌ ௫௫௫ݓ ൅ ௫ݒݒ2 ൅ ௫ݑݓ ൅ .௫ݓݑ

ЗАКОНЫ СОХРАНЕНИЯ В НАКРЫТИИ ࡿ࣎ए 

В этом разделе будет показано, что с помощью симметрии ܵ можно построить беско-
нечную серию нелокальных законов сохранения для любого ℓ-нормального дифференциального 
уравнения [5, 1], имеющего хотя бы один топологически нетривиальный закон сохранения, т. е. 
такой закон сохранения, сохраняющаяся плотность которого зависит хотя бы от одной произ-
водной. Напомним, что в ℓ-нормальной системе число уравнений равно числу неизвестных 
функций (ݎ ൌ ݉).  

Заметим, что если уравнение ࣟஶ является 	ℓ-нормальным, то уравнения ࣟ௞ஶ также будут 
ℓ-нормальными для всех ݇. Следовательно, определено действие симметрии ܵ на законы со-
хранения уравнений ࣟ௞ஶ.  

Если ሾ߱ሿ ∈ ሜܪ ௡ିଵሺܵࣟሻ – закон сохранения уравнения ܵࣟ , то его сохраняющаяся плот-
ность ߱ является горизонтальной формой на некотором уравнении ࣟ௦ஶ: ߱ ∈ Λሜ௡ିଵሺࣟ௦ஶሻ. Пусть 
ሺ߰଴,  ߰ଵ,  … , ߰௦,  0,  0, … ሻ,  ߰௜ ∈  ஶሺࣟ௦ஶሻ – производящая функция закона сохранения ሾ߱ሿ. Легкоܥ
видеть, что матрица ࣝ-дифференциального оператора △ в формуле (5) для закона сохранения 
ሾܵ߱ሿ имеет вид  

∆ ൌ

ۉ

ۈ
ۇ

૙ ૚ ૙ … ૙
૙ ૙ ૚ … ૙
⋮ ⋮ ⋮ … ⋮
૙ ૙ ૙ … ૚
૙ ૙ ૙ … ૙ی

ۋ
ۊ
, 

где ૙ и  ૚ – нулевая и единичная матрицы порядка ݉ соответственно. 
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Используя (5), получаем 

ܵሺ߰ሻ ൅△∗ ሺ߰ሻ ൌ ሺܵ߰଴,  ܵ߰ଵ ൅ ߰଴,  … , ܵ߰௞ ൅ ߰௞ିଵ,  ߰௞ሻ. 

Следовательно, ሺܵ߰଴,  ܵ߰ଵ ൅ ߰଴,  … , ܵ߰௦ ൅ ߰௦ିଵ,  ߰௦,  0, … ሻ  – производящая функция за-
кона сохранения ሾܵ߱ሿ.  

Отсюда следует, что любой топологически нетривиальный закон сохранения ሾ߱ሿ любой 
ℓ -нормальной системы дифференциальных уравнений порождает бесконечную серию нело-
кальных законов сохранения ሾܵ௞ሺ߱ሻሿ.  
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ABSTRACT 

The notion of integrability of differential equations is closely connected with the existence of symmetries and conservation laws. All 
known integrable differential equations have infinite series of symmetries and (or) conservation laws. However, there is also a 
number of equations that are important for applications, but with an extremely scarce stock of symmetries or conservation laws. 
Attempts to extend the concepts of symmetry and conservation law were made by different authors. This article presents the fol-
lowing result. If a ℓ-normal system of partial differential equations has a cohomologically nontrivial conservation law, then this 
conservation law generates an infinite series of non-local conservation laws. This fact generalizes the analogous result of the author 
for differential equations (not systems). The result is obtained within the framework of geometrical theory of partial differential 
equations (PDE). A manifold supplied with an infinite-dimensional distribution satisfying the Frobenius complete integrability 
condition is called a diffiety, if it is locally in the form of ࣟஶ. Diffieties are objects of the category of differential equations intro-
duced by A.M. Vinogradov. Symmetries of PDE are transformations (finite or infinitesimal) of the infinite prolongation ࣟஶ	 pre-
serving the Cartan distribution, while conservation laws are ሺ݊ െ 1ሻ-cohomology classes of the horizontal de Rham cohomology. If 
a covering ߬: ሚࣟ ⟶ ࣟஶ is given, then symmetries and conservation laws of the diffiety ሚࣟ are called nonlocal symmetries and con-
servation laws of the equation ࣟ. In appropriate coverings one can get new (nonlocal) symmetries and conservation laws for an 
equation under consideration. In this paper we investigate one covering and prove the existence of infinite series of nonlocal con-
servation laws. 

Key words: systems of partial differential equations, coverings of differential equations, nonlocal symmetries and conservation 
laws.  
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