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Для обобщенных уравнений Рапопорта – Лиса построена алгебра дифференциальных инвариантов относительно 
точечных преобразований, то есть преобразований независимых и зависимых переменных. Нахождение общего 
преобразования такого типа сводится к решению крайне сложного функционального уравнения. Поэтому мы, сле-
дуя подходу Софуса Ли, ограничимся поиском инфинитезимальных преобразований, то есть таких, которые по-
рождаются сдвигами вдоль траекторий векторных полей. Задача отыскания этих векторных полей сводится к ре-
шению переопределенной системы линейных дифференциальных уравнений относительно их коэффициентов. 
Уравнения Рапопорта – Лиса возникают при изучении процессов нелинейной фильтрации в пористых средах, 
а также в других областях естествознания: например, эти уравнения описывают различные физические процессы: 
двухфазную фильтрацию в пористой среде, фильтрацию политропного газа, распространение тепла при ядерном 
взрыве. Они являются актуальной темой для исследования: в недавних работах Бибикова, Лычагина и других про-
веден анализ симметрий обобщенных уравнений Рапопорта – Лиса и найдены его конечномерные динамики и 
условия существования аттракторов. Поскольку обобщенные уравнения Рапопорта – Лиса представляют собой 
нелинейные дифференциальные уравнения в частных производных второго порядка с двумя независимыми пере-
менными, для их изучения в работе используются методы геометрической теории дифференциальных уравнений. 
Согласно этой теории дифференциальные уравнения порождают подмногообразия в пространстве джетов. Это 
позволяет использовать аппарат современной дифференциальной геометрии для исследования дифференциальных 
уравнений. Вводится понятие допустимых преобразований, то есть замен переменных, не выводящих уравнения за 
пределы класса уравнений Рапопорта – Лиса. Такие преобразования образуют группу Ли. Для этой группы Ли 
находятся дифференциальные инварианты, которые разделяют ее регулярные орбиты, что позволяет классифици-
ровать обобщенные уравнения Рапопорта – Лиса. 

Ключевые слова: джеты, точечные преобразования, дифференциальные инварианты, инвариантные дифференци-
рования. 

ВВЕДЕНИЕ 

Обобщенные уравнения Рапопорта – Лиса имеют следующий вид [1, 2]: 

௧ݑ ൌ ሻ௫ݑሺܣ  ሻ௫௫, (1)ݑሺܤ

где ݑ ൌ ,ݐሺݑ  которые мы будем ,ݑ функции от переменной – ܤ и ܣ ,ሻ – неизвестная функцияݔ
считать бесконечно дифференцируемыми. Эти уравнения описывают различные физические 
процессы: двухфазную фильтрацию в пористой среде, фильтрацию политропного газа, распро-
странение тепла при ядерном взрыве [3].  

В данной работе построена алгебра дифференциальных инвариантов уравнений (1) отно-
сительно точечных преобразований. А именно, среди точечных преобразований выделяются 
преобразования, сохраняющие класс обобщенных уравнений Рапопорта – Лиса. Такие преобра-
зования мы называем допустимыми. Они образуют группу Ли, а ее дифференциальные  
инварианты являются также и дифференциальными инвариантами обобщенных уравнений 
Рапопорта – Лиса.  

В работе [4] проведен анализ симметрий обобщенных уравнений Рапопорта – Лиса, а в 
работе [1] найдены его конечномерные динамики и условия существования аттракторов. 
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ДОПУСТИМЫЕ ПРЕОБРАЗОВАНИЯ 

Уравнение (1) можно записать в виде 

௧ݑ ൌ ௫ݑሻݑᇱሺܣ  ௫௫ݑሻݑᇱሺܤ  ௫ଶ. (2)ݑሻݑᇱᇱሺܤ

Для упрощения вычислений обозначим 

ܽሺݑሻ ൌ ,ሻݑᇱሺܣ ܾሺݑሻ ൌ  ሻݑᇱሺܤ

и вместо уравнения (2) будем рассматривать уравнение 

௧ݑ ൌ ܽሺݑሻݑ௫  ܾሺݑሻݑ௫௫  ܾᇱሺݑሻݑ௫ଶ. (3)

В пространстве 2-джетов ܬଶሺԹଶሻ с каноническими координатами ݐ, ,ݔ ,,ݑ ,ଵ,ݑ … ,  ,ଶݑ
уравнение (3) определяет гиперповерхность [6] 

ࣟ ൌ ࣟሺ,ሻ ൌ ሼܨሺܽ, ܾሻ ൌ 0ሽ, 
где  

,ሺܽܨ ܾሻ ൌ ଵ,ݑ െ ܽሺݑ,ሻݑ,ଵ െ ܾሺݑ,ሻݑ,ଶ െ ܾᇱሺݑ,ሻݑ,ଵ
ଶ . 

Пусть ሚࣟ ൌ ࣟሺ,෨ሻ – другое уравнение типа (3).  
Будем говорить, что уравнения ࣟ и ሚࣟ эквивалентны, если существует точечное преобра-

зование ߮: ሺԹଶሻܬ →   ሺԹଶሻ такое, чтоܬ
߮ሺଶሻሺ ሚࣟሻ ൌ ࣟ. 

Здесь ߮ሺଶሻ – продолжение преобразования ߮ в пространство 2-джетов ܬଶሺԹଶሻ. В терми-
нах функций это означает, что 

൫߮ሺଶሻ൯
∗
ሺܨሺܽ, ܾሻሻ ൌ ሺܨߣ ܽ, ෨ܾሻ, (4)

где ߣ – некоторая функция на пространстве 2-джетов ܬଶሺԹଶሻ.  
Заметим, что нахождение общего преобразования ߮ сводится к решению крайне сложно-

го функционального уравнения. Поэтому мы, следуя подходу Софуса Ли, ограничимся поиском 
инфинитезимальных преобразований, то есть таких, которые порождаются сдвигами вдоль тра-
екторий векторных полей. Задача отыскания этих векторных полей сводится к решению пере-
определенной системы линейных дифференциальных уравнений относительно их коэффи-
циентов. 

Пусть ܺ – векторное поле на пространстве ܬሺԹଶሻ и ߮ఛ – преобразование сдвига вдоль 
его траекторий от ߬ ൌ 0 до ߬. Тогда ߮ – тождественное преобразование. Вместо формулы (4) 
получаем 

ቀ߮ఛ
ሺଶሻቁ

∗
ሺܨሺܽ, ܾሻሻ ൌ ሺܨఛߣ ܽఛ, ෨ܾఛሻ, (5)

где ߣఛ – однопараметрическое семейство функций на ܬଶሺԹଶሻ, ܽఛ, ෨ܾఛ – однопараметрические се-
мейства функций от переменной ݑ, причем ߣ ൌ 1, ܽ ൌ ܽ, ෨ܾ ൌ ܾ.  

Дифференцируя обе части формулы (5) по параметру ߬ при ߬ ൌ 0 и ограничивая полу-
ченное равенство на уравнение ࣟ, получим  
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ܺሺଶሻሺܨሺܽ, ܾሻሻห
ிሺ,ሻୀ

ൌ െ
݀ܽఛ
݀߬

ฬ
ఛୀ

,ଵݑ െ
ܾ݀ఛ
݀߬

ฬ
ఛୀ

,ଶݑ െ
ܾ݀ᇱఛ
݀߬

ቤ
ఛୀ

,ଵݑ
ଶ . (6)

Здесь ܺሺଶሻ – продолжение векторного поля ܺ в пространство 2-джетов ܬଶሺԹଶሻ.  
Формула (6) эквивалентна системе одиннадцати линейных дифференциальных уравне-

ний на коэффициенты векторного поля ܺ, решая которую получаем вид векторного поля ܺ:  

ܺ ൌ ሺߙ  ሻݐଵߙ
߲
ݐ߲
 ሺߚ  ݐଵߚ  ሻݔଶߚ

߲
ݔ߲

 ሺߜ  ,ሻݑଵߜ
߲

,ݑ߲
. 

Греческими буквами здесь обозначены произвольные постоянные.  
Таким образом, базис алгебры Ли векторных полей, порождающих группу Ли допусти-

мых преобразований, имеет вид 

߲
ݐ߲
ݐ ,

߲
ݐ߲
, 

߲
ݔ߲

ݐ ,
߲
ݔ߲

ݔ ,
߲
ݔ߲

, 
߲

,ݑ߲
,ݑ ,

߲
,ݑ߲

. 

Преобразования сдвига вдоль траекторий этих векторных полей имеют вид: 

ݐ ↦ ݐ  ߬; ݐ ↦ ;ఛ݁ݐ  
ݔ ↦ ݔ  ݔ ;߬ ↦ ݔ  ;߬ݐ ݔ ↦ ;ఛ݁ݔ

,ݑ ↦ ,ݑ  ߬; ,ݑ ↦  .,݁ఛݑ
(7)

Для краткости здесь мы указываем только те переменные, которые изменяются при 
сдвигах.  

Видим, что группа Ли допустимых преобразований порождена трансляциями и растяже-
ниями вдоль осей координат ݐ, ,ݔ   .ݔ ,, а также одним обобщенным растяжением вдоль осиݑ

РАССЛОЕНИЕ RL 

Выясним, как группа Ли допустимых преобразований действует на коэффициенты ܽ и ܾ 
уравнения (3).  

Введем пространство Թଷ с координатами ݑ, ܽ, ܾ и пространство Թଶ с координатами ܽ, ܾ и 
определим тривиальное расслоение 

ோ:Թଷߨ → Թଶ,  ߨோ: ሺݑ, ܽ, ܾሻ ↦ ሺܽ, ܾሻ. 

Это расслоение будем называть расслоением Рапопорта – Лиса или расслоением ܴܮ.  
Первое преобразование в (7) не меняет уравнения (3). Второе переводит его в уравнение 

݁ିఛݑ௧ ൌ ܽሺݑሻݑ௫  ܾሺݑሻݑ௫௫  ܾᇱሺݑሻݑ௫ଶ, 

и поэтому на расслоении Рапопорта – Лиса оно действует так:  

ሺݑ, ܽ, ܾሻ ↦ ሺݑ, ݁ఛܽ, ݁ఛܾሻ. 

Третье преобразование не меняет уравнения, а четвертое переводит его в уравнение  

௧ݑ ൌ ሺܽሺݑሻ  ߬ሻݑ௫  ܾሺݑሻݑ௫௫  ܾᇱሺݑሻݑ௫ଶ, 



Том 21, № 02, 2018 Научный Вестник МГТУ ГА
Vol. 21, No. 02, 2018 Сivil Aviation High Technologies

99 

и на расслоении Рапопорта – Лиса оно действует так: 

ሺݑ, ܽ, ܾሻ ↦ ሺݑ, ܽ  ߬, ܾሻ. 

Пятое преобразование переводит уравнение (3) в уравнение 

௧ݑ ൌ ݁ିఛܽሺݑሻݑ௫  ݁ିଶఛܾሺݑሻݑ௫௫  ݁ିଶఛܾᇱሺݑሻݑ௫ଶ 

и порождает преобразование 

ሺݑ, ܽ, ܾሻ ↦ ሺݑ, ݁ିఛܽ, ݁ିଶఛܾሻ 

на расслоении.  
Последние два преобразования на расслоении Рапопорта – Лиса действуют следуюшим 

образом:  

ሺݑ, ܽ, ܾሻ ↦ ሺݑ  ߬, ܽ, ܾሻ 
и  

ሺݑ, ܽ, ܾሻ ↦ ሺ݁ఛݑ, ܽ, ܾሻ. 

Таким образом, допустимые преобразования, ограни-
ченные на расслоение Рапопорта – Лиса, образуют пятимер-
ную группу Ли, которую обозначим через ܩோ. Соответству-
ющая алгебра Ли ࣡ோ порождена векторными полями 

ଵܻ ൌ
߲
ݑ߲

,  ଶܻ ൌ ݑ
߲
ݑ߲

,  ଷܻ ൌ
߲
߲ܽ

,  ସܻ ൌ ܽ
߲
߲ܽ

,  ହܻ ൌ ܾ
߲
߲ܾ
. 

Ее коммутационные соотношения приведены в таблице 1.  

АЛГЕБРА ДИФФЕРЕНЦИАЛЬНЫХ ИНВАРИАНТОВ 

Пусть ܬሺߨோሻ – пространство k-джетов сечений расслоения ܴܮ и ݑ, ܽ, ܾ, … , ܽ, ܾ – ка-
нонические координаты на этом пространстве.  

Дифференциальным инвариантом порядка ݇ группы Ли ܩோ (и обобщенных уравнений 
Рапопорта – Лиса) называется функция ܬ на пространстве ݇-джетов расслоения ܴܮ, постоянная 
на орбитах продолженной в пространство ܬሺߨோሻ группы Ли ܩோ [5].  

При этом функция ܬ является решением системы пяти линейных дифференциальных 
уравнений ܬሺߨோሻ 

ܻ
ሺሻሺܬሻ ൌ 0, ݅ ൌ 1, … ,5. (8)

Здесь ܻ
ሺሻ – продолжение векторного поля ܻ в пространство ܬሺߨோሻ.

Дифференциальные инварианты образуют алгебру относительно операции сложения и 
умножения, то есть если ܬଵ и ܬଶ – дифференциальные инварианты, то их сумма ܬଵ  -ଶ и произܬ
ведение ܬଵܬଶ также являются дифференциальными инвариантами.  

Дифференциальные инварианты ܬଵ, … ,  ௦ порядка не выше ݇ называются базовыми, еслиܬ
они функционально независимы и любой другой дифференциальный инвариант порядка не 

Таблица 1
Table 1

Коммутационные соотношении
Commutation correlations 

ଵܻ ଶܻ ଷܻ ସܻ ହܻ 

ଵܻ 0 ଵܻ 0 0 0 

ଶܻ െ ଵܻ 0 0 0 0 

ଷܻ 0 0 0 ଷܻ 0 

ସܻ 0 0 െ ଷܻ 0 0 

ହܻ 0 0 0 0 0 
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выше ݇ является функцией от них. В этом случае число ݏ называется размерностью алгебры 
дифференциальных инвариантов порядка не выше ݇.  

Размерность алгебры дифференциальных инвариантов порядка не выше ݇ равна кораз-
мерности регулярной орбиты группы Ли ܩோ

ሺሻ.  
В нашем случае точка ߠ ∈  ோሻ является регулярной, если ранг системы касательныхߨሺܬ

векторов ଵܻ,ఏ
ሺሻ, … , ହܻ,ఏ

ሺሻ максимален. 
Это означает, например, что в пространстве ܬሺߨோሻ регулярными являются все точки, в 

которых ни одна из координат ݑ, ܽ, ܾ не обращается в нуль.  
В пространстве ܬሺߨோሻ точки, в которых ни одна из координат ݑ, ܽ, ܾ, … , ܽ, ܾ не об-

ращается в нуль, также являются регулярными. Это следует из вида векторных полей 

ଵܻ
ሺሻ ൌ

߲
ݑ߲
, 

ଶܻ
ሺሻ ൌ ݑ

߲
ݑ߲

െ݅



ୀଵ

൬ܽ
߲
߲ܽ

 ܾ
߲
߲ܾ

൰, 

ଷܻ
ሺሻ ൌ

߲
߲ܽ

, 

ସܻ
ሺሻ ൌ ܽ



ୀ

߲
߲ ܽ

, 

ହܻ
ሺሻ ൌ ܾ



ୀ

߲
߲ ܾ

. 

Первые два нетривиальных дифференциальных инварианта имеют порядок два. Дей-
ствительно, 

dim	 ܬ ሺߨோሻ ൌ 2݇  3, 

а размерность регулярной орбиты равна пяти. Эти инварианты мы получаем, решая систему (8) 
для ݇ ൌ 2:  

ଶ,ଵܬ ൌ
ܽଶܾ
ܽଵܾଵ

, 

ଶ,ଶܬ ൌ
ܾܾଶ
ܾଵ
ଶ .

Легко подсчитать, что размерность алгебры дифференциальных инвариантов порядка не 
выше ݇ равна 2݇ ሺ݇  2ሻ. При этом порядок равный ровно ݇ имеют только два инварианта.  

Для вычисления дифференциальных инвариантов более высоких порядков мы использу-
ем инвариантное дифференцирование.  

Напомним, что дифференциальный оператор 

ൌ ݂
݀
ݑ݀

называется инвариантным дифференцированием, если для любого векторного поля ܺ∗ на про-
странстве ܬஶሺߨோሻ 
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ܺ∗ ∘ ൌ  ∘ ܺ∗. (9)

Здесь ݂ – некоторая локально гладкая функция на пространстве бесконечных джетов 
dim	 ஶܬ ሺߨோሻ, а 

݀
ݑ݀

ൌ
߲
ݑ߲

 ܽଵ
߲
߲ܽ

 ܾଵ
߲
߲ܾ

 ܽଶ
߲
߲ܽଵ

 ܾଶ
߲
߲ܾଵ

 ⋯ 

– оператор полного дифференцирования по переменной ݑ.
Несложно проверить, что оператор 

ൌ
ܾ
ܾଵ

݀
ݑ݀

является оператором инвариантного дифференцирования. 
Из формулы (9) следует, что если ܬ – дифференциальный инвариант, то и функция ሺܬሻ 

также является дифференциальным инвариантом. 
Действительно, для любого векторного поля 

ܺ∗ሺܬሻ ൌ 0. 

Но тогда в силу формулы (9) получаем, что 

ܺ∗ሺሺܬሻሻ ൌ ሻሻܬሺܺ∗ሺ ൌ 0. 

Таким образом, применяя к двум найденным дифференциальным инвариантам ܬଶ,ଵ и ܬଶ,ଶ 
оператор , получим два дифференциальных оператора третьего порядка 

ଷ,ଵܬ ൌ ଶଵሻܬሺ ൌ
ܾ
ܽଵ
ଶܾଵ

ଷ ሺܽଵܽଶܾܾଶ െ ܽଵܽଶܾଵ
ଶ െ ܽଵܽଷܾܾଵ  ܽଶ

ଶܾ
ଶܾଵሻ,

ଷ,ଶܬ ൌ ଶଶሻܬሺ ൌ
ܾ
ܾଵ
ସ ሺܾଵ

ଶܾଶ െ 2ܾܾଶ
ଶ  ܾܾଵܾଶሻ. 

Таким же образом можно получить новые дифференциальные инварианты порядка ݇: 

,ଵܬ ൌ  ,ିଵ,ଵ൯ܬ൫
,ଶܬ ൌ  .ିଵ,ଶሻܬሺ

Следующая теорема дает описание структуры алгебры дифференциальных инвариантов. 
Теорема 1. Алгебра дифференциальных инвариантов обобщенных уравнений Рапопор-

та – Лиса порождена двумя базовыми инвариантами второго порядка 

ଶ,ଵܬ ൌ
ܽଶܾ
ܽଵܾଵ

			и			ܬଶ,ଶ ൌ
ܾܾଶ
ܾଵ
ଶ

и одним инвариантным дифференцированием 

ൌ
ܾ
ܾଵ

݀
ݑ݀
. 

Эта алгебра разделяет регулярные орбиты группы Ли ܩோ.  
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Доказательство. Пусть ߠ ∈  ோሻ – регулярная точка иߨሺܬ

:,ߨ ோሻߨሺܬ →  ,ோሻߨሺܬ
:,ߨ ሺݑ, ܽ, ܾ, … , ܽ, ܾሻ ↦ ሺݑ, ܽ, ܾሻ 

– естественная проекция на пространство 0-джетов. Так как точка ߠ регулярная, то ее проекция

ሻߠ,ሺߨ ൌ ሺݑሺߠሻ, ܽሺߠሻ, ܾሺߠሻሻ 

имеет ненулевую компоненту ܾሺߠሻ.  
На множестве 

ܯ ൌ ோሻߨሺܬ ∖ ሼሺݑ, ܽ, 0ሻ|ݑ, ܽ ∈ Թሽ 

группа Ли ܩோ действует транзитивно. 
Действительно, сдвигом вдоль траекторий векторных полей 

ଵܻ ൌ
߲
ݑ߲

, ଷܻ ൌ
߲
߲ܽ

, ହܻ ൌ ܾ 	
߲
߲ܾ

любую точку множества ܯ можно перевести в точку ሺ0,0,1ሻ. Поэтому без ограничения общно-
сти можно считать, что ߨ,ሺߠሻ ൌ ߪ ൌ ሺ0,0,1ሻ.  

Стационарная подалгебра точки ߪ порождена векторными полями 

ଶܻ ൌ ݑ
߲
ݑ߲

		и		 ସܻ ൌ ܽ 	
߲
߲ܽ

. 

Рассмотрим слой проекции 

ఙܰ ൌ ,ߨ
ିଵሺߪሻ ⊂  .ோሻߨሺܬ

Размерность этого слоя равна 2݇ и функции ܽଵ, ܾଵ, … , ܽ, ܾ можно рассматривать как 
координаты на нем. Ограничение векторных полей ଶܻ

ሺሻ и ସܻ
ሺሻ на этот слой имеют вид

ଶܻ
ሺሻቚ

ே
ൌ െܾଵ

߲
߲ܾଵ

െ 2ܾଶ
߲
߲ܾଶ

െ ⋯െ ܾ݇
߲
߲ܾ

, 

ସܻ
ሺሻቚ

ே
ൌ ܽଵ

߲
߲ܽଵ

 ܽଶ
߲
߲ܽଶ

 ⋯ ܽ
߲
߲ܽ

. 

Так как точка ߠ регулярная, то в каждой точке слоя ఙܰ эти поля линейно независимы. 
Поэтому размерность орбиты алгебры Ли ࣡ோ|ே равна двум, а коразмерность орбиты точки ߠ, а 
следовательно и размерность алгебры дифференциальных инвариантов порядка не выше чем ݇, 
равна 2݇ െ 2.  

Итак, количество функционально независимых диффренциальных инвариантов порядка 
не выше чем ݇ равно 2݇ െ 2. Все они исчерпываются построенными инвариантами ܬ,ଵ и ܬ,ଶ.  

Теорема доказана.  
Вместо дифференциальных инвариантов ܬ,ଵ и ܬ,ଶ можно использовать функции 

,ଵܫ ൌ
ܾܽ

ିଵ

ܽଵܾଵ
ିଵ , ,ଶܫ  ൌ

ܾܾ
ିଵ

ܾଵ
 , 
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которые также являются дифференциальными инвариантами, что несложно проверить.  
Построенная алгебра дифференциальных инвариантов может быть использована для 

классификации обобщенных уравнений Рапопорта – Лиса.   
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INVARIANTS OF GENERALIZED RAPOPORT-LEAS EQUATIONS 

Elena N. Kushner1 
1Moscow State Technical University of Civil Aviation, Moscow, Russia 

ABSTRACT 

For the generalized Rapoport-Leas equations, algebra of differential invariants is constructed with respect to point transfor-
mations, that is, transformations of independent and dependent variables. The finding of a general transformation of this type re-
duces to solving an extremely complicated functional equation. Therefore, following the approach of Sophus Lie, we restrict our-
selves to the search for infinitesimal transformations which are generated by translations along the trajectories of vector fields. 
The problem of finding these vector fields reduces to the redefined system decision of linear differential equations with respect to 
their coefficients. The Rapoport-Leas equations arise in the study of nonlinear filtration processes in porous media, as well as in 
other areas of natural science: for example, these equations describe various physical phenomena: two-phase filtration in a porous 
medium, filtration of a polytropic gas, and propagation of heat at nuclear explosion. They are vital topic for research: in recent 
works of Bibikov, Lychagin, and others, the analysis of the symmetries of the generalized Rapoport-Leas equations has been car-
ried out; finite-dimensional dynamics and conditions of attractors existence have been found. Since the generalized Rapoport-
Leas equations are nonlinear partial differential equations of the second order with two independent variables; the methods of the 
geometric theory of differential equations are used to study them in this paper. According to this theory differential equations gen-
erate subvarieties in the space of jets. This makes it possible to use the apparatus of modern differential geometry to study differ-
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ential equations. We introduce the concept of admissible transformations, that is, replacements of variables that do not derive 
equations outside the class of the Rapoport-Leas equations. Such transformations form a Lie group. For this Lie group there are 
differential invariants that separate its regular orbits, which allow us to classify the generalized Rapoport-Leas equations. 

Key words: jets, point transformations, differential invariants, invariant differentiations. 
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