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Проводится анализ применимости метода «ручного» интегрирования В.В. Лычагина к системам двух квазилиней-
ных гиперболических дифференциальных уравнений первого порядка с двумя независимыми переменными ݐ,  и ݔ
двумя неизвестными функциями ݑ ൌ ,ݐሺݑ ݒ ሻ иݔ ൌ ,ݐሺݒ  ሻ. Рассматриваемые системы являются частным случаемݔ
систем Якоби, для которых В.В. Лычагиным был предложен аналитический способ решения начально-краевой 
задачи. Каждому из уравнений системы ставится в соответствие дифференциальная 2-форма на четырехмерном 
пространстве. Эта пара форм однозначно определяет поле линейных операторов, которое для гиперболических 
уравнений порождает структуру почти произведения. Это означает, что касательное пространство четырехмерного 
пространства в каждой точке является прямой суммой двумерных собственных подпространств данного оператора 
и, таким образом, определены два двумерных распределения. Если хотя бы одно из этих распределений вполне 
интегрируемо, то можно построить векторное поле, сдвиги вдоль которого сохраняют решение исходной системы 
уравнений. Таким образом, решение начально-краевой задачи для рассматриваемой системы может быть получено 
аналитически с помощью сдвига начальной кривой вдоль траекторий данного векторного поля. В качестве приме-
ра рассмотрена система уравнений Бакли – Леверетта, описывающая процесс нелинейной одномерной двухфазной 
фильтрации в пористой среде. Для построения решения задачи Коши выбирается кривая начальных данных; гра-
фик решения системы Бакли – Леверетта получается сдвигом этой кривой вдоль траекторий векторного поля (это 
векторное поле определено с точностью до умножения на функцию). Сечения компоненты этого графика для раз-
личных моментов времени представлены на рисунке. На графике видно, что в какой-то момент времени решение 
перестает быть однозначным. В этот момент у решения происходит разрыв и возникает ударная волна. 
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ГИПЕРБОЛИЧНОСТЬ 

Рассмотрим следующую систему дифференциальных уравнений первого порядка  
с двумя независимыми переменными ݐ, ݑ и двумя неизвестными функциями ݔ ൌ ,ݐሺݑ  ሻ иݔ
ݒ ൌ ,ݐሺݒ  :ሻݔ

൜
௫ݑଵܣ ൅ ௫ݒଵܤ ൅ ଵܥ ൌ 0,
௫ݒଶܣ ൅ ௫ݑଶܤ ൅ ଶܥ ൌ .௧ݒ

 (1)

Здесь ܣ௜, ,௜ܤ ,ݔ ௜ – известные функции от переменныхܥ ,ݑ ሺ݅ ݒ ൌ 1,2ሻ. Будем считать, что 
эти функции класса ܥஶ.  

Cистема (1) является частным случаем систем Якоби, для которых В.В. Лычагиным был 
предложен аналитический способ решения начально-краевой задачи [5] (см. также [3]). Опишем 
суть этого метода применительно к системам типа (1).  

Введем пространство ܰ ൌ Թସ с координатами ݐ, ,ݔ ,଴ݑ ܯ ଴ и пространствоݒ ൌ Թଶ с коор-
динатами ݐ,  На пространстве ܰ построим две дифференциальные 2-формы .ݔ
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൜
߱ଵ ൌ ݐଵ݀ܣ ∧ ଴ݑ݀ ൅ ݐଵ݀ܤ ∧ ଴ݒ݀ ൅ ݐଵ݀ܥ ∧ ,ݔ݀
߱ଶ ൌ ݐଶ݀ܤ ∧ ଴ݑ݀ ൅ ݐଶ݀ܣ ∧ ଴ݒ݀ ൅ ݐଶ݀ܥ ∧ ݔ݀ ൅ ݔ݀ ∧ .଴ݒ݀

 

С этими дифференциальными формами свяжем дифференциальные операторы 

∆௜: ୪୭ୡܥ
ஶ ሺܯሻ ൈ ୪୭ୡܥ

ஶ ሺܯሻ ⟶ Ωଶሺܯሻ  ሺ݅ ൌ 1,2ሻ, 

действующие по правилу 

∆௜ሺݑ, ሻݒ ൌ ߱௜|୻ೠ,ೡ	ሺ݅ ൌ 1,2ሻ. 

Здесь ܥ୪୭ୡஶ ሺܯሻ – кольцо локально гладких функций на ܯ, т. е. функций, гладких в своей 
области определения, Ωଶሺܯሻ – модуль дифференциальных 2-форм на ܯ, 

Γ௨,௩ ൌ ሼݑ଴ ൌ ,ݐሺݑ ,ሻݔ ଴ݒ ൌ ,ݐሺݒ  ሻሽݔ

– график вектор-функции ሺݑ, ሻ и ߱|୻ೠ,ೡ – ограничение дифференциальной 2-формы ߱ на этотݒ
график. Области определения функций ݑ и ݒ должны совпадать. 

Теорема 1. Пара функций ሺݑ,   ሻ является решением системы (1) тогда и толькоݒ
тогда, когда 

∆ଵሺݑ, ሻݒ ൌ 0, 	∆ଶሺݑ, ሻݒ ൌ 0. 

Введем понятие гиперболичности для систем (1). Пусть ߤ ∈ Ωସሺܰሻ – фиксированная 
дифференциальная форма объема на ܰ, например, 

ߤ ൌ ݐ݀ ∧ ݔ݀ ∧ ଴ݑ݀ ∧  .଴ݒ݀

Для пары дифференциальных 2-форм ߙ, ߚ ∈ Ωଶሺܰሻ определим симметрическую били-
нейную форму 

:ݍ Ωଶሺܰሻ ൈ Ωଶሺܰሻ ⟶  ஶሺܰሻܥ

следующим равенством: 

ߙ ∧ ߚ ൌ ,ߙሺݍ  .ߤሻߚ

Матрица Грамма этой билинейной формы имеет вид 

ܳ ൌ ൬
,ሺ߱ଵݍ ߱ଵሻ ,ሺ߱ଵݍ ߱ଶሻ
,ሺ߱ଶݍ ߱ଵሻ ,ሺ߱ଶݍ ߱ଶሻ

൰.

Определение 1. Система дифференциальных уравнений (1) называется гиперболической, 
если det	 ܳ ൏ 0 для всех точек пространства ܰ. 

Следующая теорема дает критерий гиперболичности систем (1).  
Теорема 2. Система дифференциальных уравнений (1) является гиперболической тогда 

и только тогда, когда функция ܣଵ не обращается в нуль.  
В справедливости этой теоремы можно убедиться прямыми вычислениями. Далее считаем, что 
условие гиперболичности выполняется. 
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ХАРАКТЕРИСТИЧЕСКИЕ РАСПРЕДЕЛЕНИЯ 

Заметим, что дифференциальные 2-формы ܽଵଵ߱ଵ ൅ ܽଵଶ߱ଶ и ܽଶଵ߱ଵ ൅ ܽଶଶ߱ଶ, где  
ܽ௜௝ – функции на ܰ, для которых матрица ||ܽ௜,௝||௜,௝ୀଵ,ଶ невырождена, определяют ту же самую 
систему дифференциальных уравнений (1).  

Таким образом, вместо 2-форм ߱ଵ и ߱ଶ можно рассматривать дифференциальные 
2-формы, являющиеся их линейными комбинациями. В частности, для гиперболических систем 
коэффициенты ܽ௜௝ можно выбрать так, чтобы выполнялись следующие условия: 

߱ଵ ∧ ߱ଶ ൌ 0 
и 

߱ଵ ∧ ߱ଵ ൌ െ߱ଶ ∧ ߱ଶ. 

Например, следующие дифференциальные 2-формы удовлетворяют этим условиям: 

߱ଵ ൌ ሺ3ܤଶܥଵ െ ݐଶሻ݀ܥଵܣ ∧ ݔ݀ ൅ ݐଶ݀ܤଵܣ2 ∧ ଴ݑ݀ ൅ ሺ3ܤଶܤଵ െ ݐଶሻ݀ܣଵܣ ∧ ଴ݒ݀ െ ݔଵ݀ܣ ∧  ,଴ݒ݀
߱ଶ ൌ ሺܤଶܥଵ ൅ ݐଶሻ݀ܥଵܣ ∧ ݔ݀ ൅ ݐଶ݀ܤଵܣ2 ∧ ଴ݑ݀ ൅ ሺܤଶܤଵ ൅ ݐଶሻ݀ܣଵܣ ∧ ଴ݒ݀ ൅ ݔଵ݀ܣ ∧  .଴ݒ݀

Построим поле ࣛ линейных операторов на ܰ, определив его равенством 

ଶ߱ۂܺ ൌ  .ଵ߱ۂܺࣛ

Здесь ۂ – оператор внутреннего умножения, а ܺ – произвольное векторное поле на про-
странстве Թସ. В базисе 

߲
ݐ߲
, 

߲
ݔ߲

, 
߲
଴ݑ߲

, 
߲
଴ݒ߲

матрица этого линейного оператора имеет вид 

ࣛ ൌ

ۉ

ۈ
ۈ
ۈ
ۈ
ۇ

1 0 0

2
ଵܤଶܤ െ ଶܣଵܣ

ଵܣ
െ1 0 0

2
ଵܥଶܣ െ ଶܥଵܤ

ଵܣ
2
ଵܥ
ଵܣ

1 2
ଵܤ
ଵܣ

2
ଵܣଶܥ െ ଶܤଵܥ

ଵܣ
0 0 െ1

ی

ۋ
ۋ
ۋ
ۋ
ۊ

. 

Собственные подпространства оператора ࣛ определяют два двумерных распределения 
на пространстве ܰ: распределение ܸା, которое порождено парой векторных полей 

ܺା ൌ ଵܣ
߲
ݐ߲
൅ ሺܤଶܤଵ െ ଶሻܣଵܣ

߲
ݔ߲

൅ ሺܥଶܣଵ െ ଶሻܤଵܥ
߲
଴ݒ߲

и  

ܻା ൌ
߲
ݑ߲
, 

и распределение ܸି, порожденное парой векторных полей  
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ܺି ൌ െܤଵ
߲
ݔ߲

൅ ଵܥ
߲
଴ݒ߲

и 

ܻି ൌ െܣଵ
߲
ݔ߲

൅ ଵܥ
߲
଴ݑ߲

. 

Определение 2. Распределения ܸା и ܸି будем называть характеристическими.  
Характеристические распределения обладают одним замечательным свойством:  

касательная плоскость в точке ܽ к графику решения Γ௨,௩ пересекает каждую из харак-
теристических плоскостей ܸାሺܽሻ и ܸିሺܽሻ. Поэтому на графике решения лежат инте-
гральные  кривые характеристических распределений. Эти кривые называются характери-
стиками. Это наблюдение лежит в основе описываемого метода аналитического интег-
рирования.  

А именно, допустим, что одно из характеристических распределений, например, ܸା, 
вполне интегрируемо и кривая ࣥ лежит на нулевой поверхности уровня интеграла распределе-
ния ܸା. Для построения решения, график которого содержит кривую ࣥ, достаточно построить 
векторное поле ܼ из распределения ܸି, трансверсальное кривой начальных данных ࣥ, и сдви-
нуть эту кривую вдоль его траекторий. В результате сдвига получится поверхность, которая и 
будет представлять собой график искомого решения [3]. 

Характеристические распределения можно также задать дифференциальными 
1-формами 

ଵߠ
ା ൌ

ଵܥଶܣ െ ଶܥଵܤ
ଵܣ

ݐ݀ ൅
ଵܥ
ଵܣ
ݔ݀ ൅ ݑ݀ ൅

ଵܤ
ଵܣ
,ݒ݀

ଶߠ
ା ൌ

ଶܥଵܣ െ ଵܥଶܤ
ଵܣ

,ݐ݀

ଵߠ
ି ൌ

ଵܥଶܤ െ ଶܥଵܣ
ଵܣ

ݐ݀ ൅ ,ݒ݀

ଶߠ
ି ൌ

ଶܥଵܤ െ ଵܥଶܣ
ଵܣ

ݐ݀ െ
ଵܥ
ଵܣ
ݔ݀ െ

ଵܤ
ଵܣ
.ݒ݀

Теорема 3. 1. Характеристическое распределение ܸା вполне интегрируемо тогда и 
только тогда, когда 

൞

ଵܥ߲
ݑ߲

ଶܤଵܣ ൅ ଵܣଵܥ
ଶܤ߲
ݑ߲

െ ଵܥ
ଵܣ߲
ݑ߲

ଶܤ െ ଵܣ
ଶ ଶܥ߲
ݑ߲

ൌ 0,

ଶܥ߲
ݑ߲

ଵܤଵܣ െ ଵܣଵܥ
ଶܣ߲
ݑ߲

െ
ଵܥ߲
ݑ߲

ଶܤଵܤ ൅
ଵܤ߲
ݑ߲

ଵܥଶܤ ൌ 0.

2. Характеристическое распределение ܸି вполне интегрируемо тогда и только тогда,
когда либо 

ଶܥଵܣ െ ଵܥଶܤ ൌ 0, 
либо 

ଵܤ߲
ݔ߲

ଵܣ െ ଵܤ
ଵܣ߲
ݔ߲

൅
ଵܥ߲
ݑ߲

ଵܤ െ ଵܥ
ଵܤ߲
ݑ߲

൅
ଵܣ߲
ݒ߲

ଵܥ െ ଵܣ
ଵܥ߲
ݒ߲

ൌ 0. 
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Справедливость этой теоремы следует из условий полной интегрируемости Фробениуса 

ቊ
ଵߠ
േ ∧ ଶߠ

േ ∧ ଵߠ݀
േ ൌ 0,

ଵߠ
േ ∧ ଶߠ

േ ∧ ଶߠ݀
േ ൌ 0.

 

Таким образом, решение задачи Коши для системы (1) может быть получено методом 
В.В. Лычагина, если выполняются условия теоремы 3.  

Заметим, что при выполнении условия ܣଵܥଶ െ ଵܥଶܤ ൌ 0 в системе (1) одно из уравнений 
оказывается не связанным с другим. То есть система распадается на два уравнения. То же самое 
справедливо и в случае полной интегрируемости распределения ܸା. 

СИСТЕМА БАКЛИ – ЛЕВЕРЕТТА 

В качестве примера рассмотрим систему уравнений Бакли – Леверетта [1, 2], описываю-
щую процесс одномерной двухфазной фильтрации в пористой среде: 

൜
௧ݏ ൅ ௫ݏ௫݌ሻݏሺܪሻݏሺܩ ൌ 0,
௫ݏ௫݌ሻݏᇱሺܪ ൅ ௫௫݌ሻݏሺܪ ൌ 0.

 (2)

Здесь ݔ – пространственная координата, ݐ – время, ݏ – водонасыщенность, то есть отно-
сительный объем пор, заполненных водой, ݌ – давление, ܩ и ܪ – заданные функции.  

Введем обозначения: ݑ ൌ ,௫݌ ݒ ൌ  Система (2) является частным случаем системы (1) при .ݏ

ଵܣ ൌ ଵܤ ,ሻݒሺܪ ൌ ଵܥ ,ݑሻݒᇱሺܪ ൌ ଶܣ ,0 ൌ െܩሺݒሻܪሺݒሻܤ ,ݑଶ ൌ ଶܥ ,0 ൌ 0, 

и вместо системы (1) будем рассматривать систему 

൜
௫ݑሻݒሺܪ ൅ ௫ݒݑሻݒᇱሺܪ ൌ 0,
െܩሺݒሻܪሺݒሻݒݑ௫ ൌ .௧ݒ

(3)

Условие интегрируемости распределения ܸି теоремы 3 выполняется для этой системы, 
и поэтому задача Коши для (2) может быть решена методом В.В. Лычагина. 

Ее характеристические распределения порождены векторными полями 

ܸା:  ܺା ൌ
߲
ݑ߲

,  ܻା ൌ ݑሻݒሺܪሻݒሺܩ
߲
ݔ߲

െ
߲
ݐ߲

и 

ܸି:  ܺି ൌ ݑሻݒᇱሺܪ
߲
ݑ߲

െ ሻݒሺܪ
߲
ݒ߲

,  ܻି ൌ
߲
ݔ߲
. 

Вполне интегрируемое распределение ܸି имеет два функционально независимых  
интеграла 

ଵܫ ൌ ଶܫ  ,ݐ ൌ  .ሻݒሺܪݑ

Их ограничения на кривую 

ߛ ൌ ሺݔ ൌ 0, ݑ ൌ ܷሺݐሻ, ݒ ൌ ܸሺݐሻሻ 
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имеют вид 

ଵ|ఊܫ ൌ ଶ|ఊܫ ,ݐ ൌ ݂ሺݐሻ ൌ  .ሻݐሻሻܷሺݐሺܸሺܪ

Найдем функцию ܨ, такую, что 

,ଵ|ఊܫሺܨ ଶ|ఊሻܫ ൌ 0. 

Этому условию удовлетворяет функция 

,ଵܫሺܨ ଶሻܫ ൌ ଶܫ െ ݂ሺܫଵሻ. 

Кривая ߛ лежит на графике решения Γ௨,௩, если ограничение функции ܨ на эту кривую 
равно нулю: ܨ|ఊ ൌ 0.  

Построим векторное поле ܼ на графике Γ௨,௩, интегральные кривые которого являются в то 
же время интегральными кривыми распределения ܸା: 

ܼ ൌ
߲
ݐ߲
െ ݑሻݒሺܪሻݒሺܩ

߲
ݔ߲

൅
݂ሶሺݐሻ
ሻݒሺܪ

߲
ݑ߲
. 

Это векторное поле определено с точностью до 
умножения на функцию. 

Для построения решения задачи Коши возьмем 
следующую кривую начальных данных: 

ࣥ ൌ ሼݐ ൌ 0, ݑ ൌ ܷࣥሺݔሻ, ݒ ൌ ܸࣥ ሺݔሻሽ. 

График решения системы Бакли – Леверетта 
получается сдвигом этой кривой вдоль траекторий 
векторного поля ܼ. Сечения компоненты ݒ этого гра-
фика для различных моментов времени представлены 
на рис. 1.  

Видим, что в какой-то момент времени решение перестает быть однозначным. В этот 
момент у решения происходит разрыв и возникает ударная волна [3, 4]. 

ЗАКЛЮЧЕНИЕ 

Рассмотрен класс систем двух квазилинейных гиперболических дифференциальных 
уравнений первого порядка с двумя независимыми переменными ݐ,  и двумя неизвестными ݔ
функциями ݑ ൌ ,ݐሺݑ ݒ ሻ иݔ ൌ ,ݐሺݒ  ,ሻ (включающий практически важную задачу фильтрации)ݔ
для которых ранее был предложен аналитический способ решения начально-краевой задачи. 
Однозначным образом определяется поле линейных операторов на четырехмерном многообра-
зии, которое для гиперболических уравнений порождает структуру почти произведения и каса-
тельное пространство в каждой точке является прямой суммой двумерных собственных под-
пространств. Если хотя бы одно из этих распределений вполне интегрируемо, то можно по-
строить векторное поле, сдвиги вдоль которого сохраняют решение исходной системы уравне-
ний. Разобранный пример показывает, что аналитическая процедура решения задачи Коши 
адекватно описывает возникновение ударных волн. 

Рис. 1. Сечения графика решения 
для различных моментов времени 
Fig. 1. Graph cut sets of a solution 

for different time moments
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ABSTRACT 

The applicability of the V. Lychagin "manual" integration method is analyzed with respect to systems of two quasilinear 
hyperbolic differential equations of the first order with two independent variables t, x and two unknown functions u = u (t, 
x) and v = v (t, x). The systems under consideration are a special case of Jacobi systems, for which V. Lychagin proposed
an analytical method for solving the initial-boundary value problem. Each of the equations of the system is associated with 
a differential 2-form on four-dimensional space. This pair of forms uniquely determines the field of linear operators, which, 
for hyperbolic equations, generates an almost product structure. This means that the tangent space of four-dimensional 
space in each point is a direct sum of two-dimensional own-subspaces of the given operator and, thus, two 2-dimensional 
distributions are defined. If at least one of these distributions is completely integrable, then it is possible to construct a vec-
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tor field along which shifts keep the solution of the original system of equations. Thus, the solution of the initial-boundary 
value problem for the system under consideration can be obtained analytically by shifting the initial curve along the trajec-
tories of the given vector field. As an example, the Buckley-Leverett system of equations describing the process of nonline-
ar one-dimensional two-phase filtration in a porous medium is considered. To construct the solution of the Cauchy prob-
lem, a curve of the initial data is chosen; the solution of the Buckley-Leverett system is obtained by shifting this curve 
along the trajectories of the vector field (this vector field is defined up to multiplication by a function). The cross-sections 
of the components of this graph for different instants of time are brought in the figure. The graph shows that at some point 
of time the solution stops being unambiguous. At this point, the solution breaks and a shock wave appears. 

Key words: integrable distributions, Frobenius theorem, hyperbolic equations. 
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